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す．最後に数値例を示す．  1．緒言   

線形系の最適制御系設計法としてLqG手法  

が知られている．一般にLqG手法は時不変系  

を対象とする設計法である．そのため，パラ  

メータ変動が存在する制御対象にこの設計手  

法を適用しても．安定性，最適性が保証され  

ないことから，ロバスト制御系を構成するこ  

とはできない．パラメータ変動に対してもロ  

バストな制御系を構成するために，DeKo血喝  

らは制御対象のパラメータを確率系列でモデ  

ル化した線形慨散時間システムの最適補償問  

題1）を提案している．しかし，DeXoningらは  

直連項を考慮してVlない．そこで，本報告で  

は直連項まで考庸Lた最適補償問題を考える   

本報告では，はじめに確率変動パラメータ  

を含む線形系のモデルを示す．次に2次形式  

の評価関数を最小にするような最適補償器の  

存在の必要条件を尊く．さらに，自乗平均強  

可安定および自乗平均強可検出の定義をし，  

最適補償器の唯一の存在の必要十分条件を示  

2．確率変動パラメータを含む線形系の  

最適補作問題   

次の制御対象を考える．  

∬∫．l ＝中耳＋「叫＋Ⅴ‘  

乃＝q∫‘＋q彗＋wf  

ここで，Ji∈尺八，叫∈月代，γf ∈納まそれぞ  

れ状態，人丸観測ベクトルであり，γ‘∈月〃，  

叫∈納まそれぞれ外乱観測雑音ベクトルで  

ある．中い「，q，qはそれそれ適当な次元の実  

行列で，‡中J，（巾‡轟‡q‡は定常な統計的  

性質を持つそれぞれ独立でランダムな行列の  

系列である．‡v∫‡，（叫†は定常な統計的性質を  

持つそれぞれ独立な確率変数を要素とするベ  

クトルの系列で，平均はそれぞれ零，共分散  

行列はそれぞれ印ガ］＝Ⅴ，即叫W7］＝W  

である．  

（1）式の制御対象に動的補償器  

▲ エ吊＝用‘＋埠・j  （2a）   
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3．最適補価器の存在の必要条件   

最初に補償器（F，片，りを最適にするための  

必要条件を求める．ハミルトニアン〃を，  

叫＝一叫  （2b）  

を使用する．ここで，阜∈月〝は補償器の状態  

であり，F，片，エは過当な次元の実行列である．  

（1），（2）に対し，評価関数  

叫扁埴抽・叫‡ロ）  
を考える．ここで，e≧0，月≧0である．  

（3）式の評価関数を最小にする補償器  

（F事，g－，ど）を見つける間軋あるいは，評  

価関数の最小値正＝ロ的（F－，g■，ご）を見つけ  

る間邁を最適補償問題という．  

（1），（2）式のシステムは  

二鋸帥［品∫］（4）  
［託：］＝［畏F  

と表すことができる．ここで．   

司直＝［轟   

叫＝ 

Ⅴ′＝［芸孟T］  

［毘F：鋸  

と定義すると，（4）式を，  

畔拙門′）＝中p′・  
＋Ⅴ′一戸′）∫l】（9）  

と定義する．ここで∫′∈∫加はラグランジュ乗  

数である．そうすると補償器（F，∬，りが最適  

であるための必要条件は，  

∂打 ∂  
＝tr  

（10a）  

（10b）  

（10亡）  

（11a）  

（11b）   

＝0  

＝ 

這肘 ∂ 諒諒tr  

＋  

呵＝0  

¢′p′申′r∫′  

占肘 ∂  
■＝仕  申′p′¢′r5・′＋  

粛  
・竺土＝申′r∫′中′＋e′－∫′＝0 ′  

∂P  

∂打   
竺土＝¢′P′申′r＋Ⅴ′一戸′＝0  

お′  

となる．ここで，∫′≧0，P′≧0である．  

ここで，∫′とP′を◎′にあわせて，   

輔か＝［呈琶］  
と分割する，また，  

▲    ∬f＝JJ－∫い  

P＝1im鞘T，卓＝1im卑官，          i→t帽           f→山  
一■ヽ  

∫＝∫l－ぶユ，∫＝∫2，  
一■  

P＝雪－ろ，P＝ろ，  

軋＝軋一缶，「＝「－r，  

q＝q蠣C，q＝q一万  
′し  

と定義する．土こで，∫≧0，∫1ユ＝∫ユ．＝一∫，  

∧－∧■ノヽ P≧0，雪ユ＝ろ1＝P，∫＞0，P＞0を仮定  

すると，（10）式は，   

F＝◎－「エーgC十片口上  （12a）  

斤＝有戸百r（CPCr＋eβer＋W）＋（1御  

エ＝（rr汀＋Fr庶十尺十が卯）＋  

x（〒T5面＋百re戸）  （12c）  

となる．＋はMoore－PeⅣOSeの擬似逆行列をあ  

らわす．これらF，g，上を計算し．系（4）式を  

自乗平均安定化する補償器を求めるこどにな  

琉．封町十両′  （5）  

と表すことができる．ただし，0は適当な次  

元の零行列をあらわす．   

ここで，宵＝ヰげと定義すると，（5）式より，  

雪ニ． ＝◎′雪坤′r＋Ⅴ′  （和  

が得られる．もし．補償芹（F，∬，りが制御対  

象を自乗平均安定化するなら，叫は自乗平均  

安定であり，P′＝1i町＿宵が存在する・ここ  

で，P′は，  

P′＝申′p′¢′r十Ⅴ′  
（7）  

の唯一の解であり，P′≧0である．さらに（3）  

式の評価関数の値が存在し，   

J帥（F，∬，り＝可e′p′）  

となる．ここで，¢′は  

（8）  

′   
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どが卯エ＋ど乱  

と定義される．  
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御の結果と一致する．（12），（15）式が鮎ccai方  

程式に相当する．また，直通項q＝0の場合  

は，DeKoI血gl）の結果と一致する．  

るが，（12）式は必要条件であるのでF，方，上が  

存在したとしても，それらが系（4）式を自乗平  
均安定化する補償得であるとは限らない・   

線形変換A′：ざ加→∫加，β′：∫加→∫2【を  

4．最適補価器の存在の十分条件   

次に，補償器（F，∬，上）が最適となるための  

十分条件を求めるのに必要となる定義ヤ補遺  

A′∬＝◎′r馳′，ズ∈∫加  

月宜＝申′ガ申′r，∬∈∫加  

と定義すると，（11）式は，  

∫′＝A′∫′＋¢′  

P′＝β′P′＋Ⅴ′  

と書き表すことができる．  

（12a）式を使うと（14）式は，  

の証明を行う．一軒，rα，qα，畔，叫αを，   

l畔＝申＋α¢∫  

r＝r＋α「  

ぐ＝百＋（蝿  

畔＝か＋αq  

（17a）  

（1Tb）  

（17c）  

（17d）   

（17e）  

∫＝伸一几）T∫伸一m）  

F 
］  

＋伸一∬e）T釦岳一片C）  叫α＝  

＋（C一皿）re（C－βエ）  

＋ど岬＋㌣庁）上  

j＝（盲－だ百）r磨挿一足百）  
■   

＋ビ（rT∬＋戸r辞＋尺   

＋が¢β）エ  

で定義する．また，評価関数の重みに関する  

行列を  
（15a）  

］デ［  

］
 
 

［ 
月 尺＋畔e畔   

愕】  

（15b）  

（1Tn  
と分解する．   

Kuceraにより得られた結果7）を用いると，  

（17）式においてα＝0，つまり，パラメータ  

変動のない制御対象の最適補償に関して次の  

補遺が得られる．  

P＝（中一∬C）P伸一gC）r   

＋（岳一札）β（岳一托）r＋Ⅴ   

＋∬（Ⅳ＋eβer）∬r  

β＝（市一詑）卓（市一托）T   

＋g（CPCr＋Ⅳ＋eβeT）gr  

（15d）  

となる．   

F＝市－〒エー∬F＋長方エを使うと，動的  

補償執：2）式は，   

釆．1＝叫＋r叫＋田丸－（C阜＋叫）I  
t16a）  

叫＝一埼  （16b）  

と書き換えられる．ここで，和ま状態量J‘の  

J■ 最適推定値であり，阜の共分散行列はP，推  
定誤差草の共分散行列はPである・   

この結果は，制御対象のパラメータの変動  

がない場合，つまり，叫＝0，ー＝0，  

∈＝0，q＝0のとき，時不変系のL（コG制  

補題1：次の制御対象   

J刷＝申∬i＋r叫＋vf  

乃＝C∬∫＋β叫＋wf  

に対し，動的補償器，  

Jヽ   ズi．1＝申∫＋埠，‘  
叫＝一坊  

を用いる．また，評価関数を  

早出備（加可 （20）  

とする．ここで，評価関数の重み行列に関連  

した行列を次のように分解する．  

［諾尺ヲ品］＝陣場抑  
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であるならば，α∈［0，1】に対して  

（郵－「αりほ自乗平均安定となる．ゆえに  

（郵，rα）は自乗平均可安定である・   □  

（申，「）が 可 安 定， か つ，  

．．．＿＿＿11 （¢一足C，Ⅴ盲一打Ⅳ盲）が任意のgについて  

可安定であり，また，（◎，C）が可換軋かつ，  

伸一r九Ⅵ一隼人）が任意のAについて可検  

出であるとする．このとき，  

g＝石戸百r（CPCr＋W）＋   （2加）   

エ＝（戸r汀r・糾勘珂十  

x（〒r面・百r¢百） （ユ2b）  

は打開を最小にし，かつ，中一だC，◎－r⊥を  

安定にする唯一のフィードバックゲインであ  

る．   

補題3：（軋，q）が自乗平均可換出であるな  

らば，α∈【叫に対Lて（畢，ぐ）は自乗平均  

可検出となる．  

証明 自乗平均可検出性の定義1）より簡単に  

証明できる．  

‖珊  
r 

＝∫㌣crcギ＋α∫㌣∈仁ギ（24）  

であるから，叩いq）が自乗平均可換出であ  

るならば，α∈【0，1】に対してIl珊＝0ほ，  

f→開で脚＝0を意味する・ゆえに，  

（中㌣，qα）は自乗平均可検出である．   □  

ここで，自乗平均強可安定性と自乗平均強  

可検出性の定義をする．  

定義l：伸一一片q，「一間）が任意の馴こ  

対して自乗平均可安定であるなら，  

（申い「，q，q）は自乗平均強可安定であると  

いう．  

非線形変換Cり：∫月x∫乃x∫爪×∫爪→  

∫けx∫nx5用x∫乃を  

仲イげズ1伸一m）  C方，上＝   

定義2：（中i－「エ，仁一q上）が任意のエに  

対して自乗平均可検出であるなら，  

仲い「，q，q）は自乗平均強可検出であると  

いう．   

■■l■ ＋伸一ge）r∬ヱ岬－だC）  

＋（C一皿）r鋏仁一凸り  

＋ビ岬＋戸rズ2戸）エ，  

（石一年）r芳揮一庶）  

また，自乗平均可安定性．自乗平均可検出  

性に関して次の補題が得られる．  

rrガ．r＋月＋戸丁ズ2戸  ＋上r   

補題ユ：（叫，「）が自乗平均可安定であるな  

らば，α∈【0坤こ村して仲㌢，rα）は自乗平均  

可安定となる．  

伸一足C）ち伸一∬C）r  

＋伸一rエ）Ⅹヰ（岳一托）r  

＋g（Ⅳ＋蝕4er）片r＋Ⅴ，  

拝一可∬ヰ軒吋  
証明 自乗平均可安定性の定義l）より簡単に  

証明できる．  

郵一打エ＝犀一詑）・α（岳f一叫（エコ｝  

であるから，（叫，仁）が自乗平均可安定，つま  

り，α＝1のとき（斬－「αェ）が自乗平均安定  

T 〕  ）  

仁方3Cr＋Ⅳ＋百方4er   g   （25）  

で定義する・ここで，ズ＝げ1，ズ王，Ⅹ”∬。）．  

ズ1，ズユ，ズ”∬ヰ∈∫〟である．また，   

ち＝◎－rエー∬C＋甜エ，  ・（26a）   

一4一  



11 ならば（中F，Ⅴ了，ぐ，晰）も自乗平均強可安定  
であり，（ゃい〔，1い隼‘）が自乗平均強可検出  

であるならば（中㌢，ド，愕，愕）も自乗平均強  

可検出である．（25），（2軋（27），式の  

◎いrいq，q，叫を¢㌣，rα，〔r，畔，叫αで  

置き換えたときの非線形変換C をC¢であら  

わす．位相次元理論の結果3）ヰ）を用いると，  

∬＝Cαズの解yαの個数はα∈［叫におい  

て一定であることが示される．補題3よりrO  

は唯一の存在が示きれているので，α∈［叫  

においてrαは1つだけ存在する．したがって，  

rlっまりrは唯一存在L，制御対象（1），（2）式  

を自乗平均安定化し，評価関数（3）式を最小と  

する補償器（F■，g－，ご）が唯一存在する  

片∬〒市井3百T（C方ヨCT＋egヰer＋Ⅳ）十  

（26b）   

上ズ＝（rrg，r＋Frgユr十月＋が卯）＋  

X（戸rズ．盲＋万r好）  （2叫  

とし，非線形変換C：∫〟xぶ爪x5■nx∫月→  

∫〟x5用x∫月xぷdを  

C方＝G∬山方  （27）  

′ヽ′l′し′ヽ とする．方程式（ざ，∫，P，P）＝C（ぶ，∫，P，P）は  

式（15）と等価である．   

以上より確率変動パラメータを含む線形系  

の倍速補償問題に関して，次の定理が得られ  

る．  

定理1：評価関数の重み行列に関する行列を，  

［ 
諾月温］＝掛川］  

（ユ8）  

と分解する．（中い「）が自乗平均可安定，かつ，  

伸上，q）が自乗平均可検出であるとする・ま  

11 た，（中りⅤ了，q，W了）が自乗平均強可安定，か  
つ，（町有≠端）が自乗平均強可検出であ  

ると仮定する．このときg＝C方の唯一の非  

負定解y＝limC’（吼吼⑳，㊥）が存在する．ま  
i→鵬■  

た，   

（F事，方■，ど）＝（卑，ち，り  （29）  

Jニ＝甲南十ど叫  

咋一叫好一叫可（30）  

で あ る．た だ し y＝（羊，ち，ち，ち），  

羊，ち，ち，ち∈∫月である・  

4．数値例   

次の制御対象を考える．  

［  

0.7092 

0．1814  
市＝   （31a）  

〒＝［   0 

．7001  

0．1593  
（31b）   

（31c）   

（ユId）  

（32a）   

（32b）   

（32c）   

（32d）  

戸＝【0．3088 05丁35］  

凸＝0．015  

扇福＝β序⑳句  

戸⑳戸＝β（戸⑳〒）  

前行＝β（百⑳百）  

扇高＝β（万⑳万）  

ここで，⑳はクロネッカー積をあらわす．β  

が大きくなるほど了パラメータの変動が大きい  

ことを意味する．また．  

Oj占 。．芸57］  
27  

Ⅴ＝  

証明 α∈【叫に対して，補題2より，  

叩い「）が自乗平均可安定ならば，岬㌣，「α）  

も自乗平均可安定である．また，補題3より  

（町，q）が自乗平均可検出であるならば，  

岬㌣ぐ）も自乗平均可検出である・さらに，  

11 （恥Ⅴ子，q，肺）が自乗平均強可安定である  

W＝0，2588  

¢＝0．了350  

月＝0．6644  

とする．   

βを0から0．5まで変化させた場合について，   

－5－  
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Fig．1SpectralRa曲揖OfA’   

定理1の結果に従い補償器の計算を行なう．た  

だL，制御対象が自乗平均可安定性，自乗平均  

可検出性を満たしているかどうかの判定を行  

なっていないので，補償器の最適性は保証され  

ない．   

結果を軸1に示す．横軸はβ．縦軸は（lユa〕  

式のA′のスペクトル半径である，このスペク  

トル半径が1以下であれば，系は自乗平均安定  

であるl）．Fig．1より，βが大きくなるに連れ  

てスペクトル半径も大きくなり，βが0．4程度  

より大きくなると系が不安定になることがわ  

かる．  

5．患わりに   

本報告では，制御村象のパラメータが確率  

系列である線形離散時間システムに対し，最  

適な補償辞の唯一の存在の必要十分条件を示  

した．その条件とLて，自乗平均強可安定性，  

自乗平均強可検出性という概念を定義した．   

今後は，自乗平均強可安定性，自乗平均強  

可検出性の判定方法について検討していきた  

い．  
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