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1．iまじめに   

近年のⅥ3Ⅰ技術のめぎましい発展に伴い、  

並列処理計算機の研究が盛んに行われており、  

高速演算が必要である科学用数値計算の分野  

で大いに期待されている。現在実用化されてい  

る科学計算用の高速計算機は更なる高速演算  

に向けて様々な努力が続けられているが、スピ  

ード向上の原理的限界に近づいていると考え  

られている。VLSI技術の発展により単一プロセ  

ッサの性能は著しく向上したが、これを多薮用  

いる並列処理システムが、瞬間風速的には科学  

計算用高速計算機には及ばないが、掩倖的には  

単位時間にはるかに莫大な計算量を消化でき  

るので、注目を浴びている。   

実際、並列プロセッサを用いた様々な並列処  

理計算機システムが多数提案されている。しか  

しながら、このような並列処理計算機に対する  

数値計算アルゴリズムについては、行列演算な  

どのベクトル演算以外については未だ十分に  

は研究されていない。特に、高次代数方程式、  

常微分方程式や偏微分方程式などの数値解析  

手法は逐次近似のアルゴリズムを用いており、  

この種の並列処理アルゴリズムに関しては従  

来ほとんど研究されていなかった。本報告では、  

初期値間唐として科学の分野のみならず広く  

用いられている常微分方程式を取り上げ、その  

並列数値計算アルゴリズムを示すとともに、従  

来のアルゴリズムとの比較検討した結果につ  

いて述べる。  

2．一般的な常微分方程式の解法   

常微分方程式は、熱伝導、力学系あるいは人  

口の増加などの様々な分野の数学的モデルと  

して用いられている。特に、γ¢＝γ（ェ0）の条件  

の下に1階常微分方程式、   

＝伽｝・・t（1）  

を満足する特殊解γ（可を求める初期値間題は   
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′（∬，γ）を計算することにより間接的にTaylor  

法の展開係数を求めた。4次のRunge－Kutta法  

は  

各種の制御系において用いられ、その数値解法  

の高精度化と高速化が必要とされる。以下従来  

用いられてきた各種の逐次型の方法について  

まとめておく。これらの方法は、後述する並列  

アルゴリズムの基礎をなすものである。  

ち＋2ち＋2ち＋も  
‥・（6）  恥叫＝凡十   

ち＝軒（ェ〃，γ〝）  

ち＝柵＋盲，γ〟＋吾） 轟   
克  

ち＝柵十γ月十｝  

た4＝町（＃〝＋九γ〝＋ち）   

2．1E111er法   

Euler法は初期値間題の近似法の中で最も簡  

単なものである。Euler法は精度が限定されて  

おり、比較的単純なため、誤差解析に関して多  

くの研究がなされている。（1）式で示される初  

期値間題の数値解は、漸化式   

∫〟＋】   

γ軋．）＝血）・巨（∫，カ血■・・（2）  
∫■   

で求めることが出来る。Euler法は′（J，カが区  

間（J〝，エ血）で十分滑らかだとして、（2）式を  

‥・（7）  

で与えられ、常微分方程式で現在でもよく用い  

られている解法である。  

3．並列数値計算アルゴリズム  

3．1複区分予測子法   

並列処理計算システムは様々な構成が考え  

られているが、ここではⅣ個のプロセッサと共  

有メモリから構成されたシステムを考えてい  

る。   

等間隔舟で並んだ分点、∫t，∫2，・・・，∫Ⅳに対す  

るⅣ個の初期近似解∫】，乃，…，∫〃が何らかの方  

法で求まっているものとする。（2）式はパラメ  

ータMを導入することにより   

J．．＋1   

ル＝㌦〟 ＋J′（町〕血…（8）  

J■＿〟   

となる。ここでMは正の整数または0である。  

（郎式の′（∬，カに対してⅣe甘tOnの後退補間  

多項式を用いると（8）式は、  

γ伸一＝γ〟十村（∫〟，几）  
‥■（3）  

γ．＝γ（∫〟）  

調＝γ（ェ汀）  

力＝（∬什1－∬〝）  

＝■（4）  

で近似して求める解法である。  

2．2 TaTlor展開法   

（2）式にTayl肝展開法を用いよ次以上の微  

分項を無視すれば、  

甑＝γ月・帆・山・他端）・t・t  

｛叫 …・′（J血…（5）  

が得られる。（5）式において鳥＝1とすれば  

Euler故に一致する。  
・（∫万・（よ朝一∫．一】）∫  ＋  ∴  肌
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十…十（Ⅲト恒刷）】血…（9）  

2．3 Runge－Eutta法  

（5）式は′t，′‖，…，′〔叫を含むために実際に  

は非常に複雑である。Runge－Kutta法は′（エ，直  

の微分■を求める代わりに〔∬【，γ打）の近くの点の  

となる。（9）式をさらに変形すると次式が求ま  

る。   
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（15）・（17）式の複匡予測公式を前もって  

求めておいた初期近似解‡∫エ○）‡に適用すると第  

1次の近似解‡γ三り‡が求まる。γ三l）を求める場  

合、（15）式の右辺はγ三笠とユ農…ん軋，戯）、  

膿）か  遭≡ん（㌔．，膿）および膿≡ん虹”  
ら成っている。同様に、γエコ1は、γエ竺、γエ町、  

γ誓およぴγ三竺ちから（15）式に従って計算すれ  

ばよい。‡γ三0りはすべて共有メモリに保存され  

ているから、結局γエりとγエコ1は2個のプロセッ  

サがあれば、並列に出来ることになる。同様の  

考轟から〃個のプロセッサがあれば‡γ三1）‡はす  

ペて並列に計算できる。ただし、刻み梅島はγ三0）  

に対しては月島ととる。  

r   

‰＝γ〝＿〟＋∑町Ⅴ上人 …（10）  
嘉一○  

小1卜（打・…血  
考＝誌  

・・・（11）   

帯－＝1  

Vl鉦〔恥・恥－…＋（て：r寵〕   

五＝′（∬〟，γ〟）  

（1巾 式は更に、  

日  

比1＝軋〟＋∑叫ん農  
上土0  

‥・（1射  

ろ＝去∫〟叫叫・‥（〟＋ト1）血  

‥・（14）  

3．2 並列Euler法  

†弄〟‡に対する初期近似解（γエ叫‡を佃式より  

求める。   

ル＝γ〃＋吋（∫け・山（乃＝1，ユ，…，呵  

1）＝ 
γ〟 u   ・・・（18）  

上＝0  

（打＝〟，〟＋1，〟‾＋2，…Ⅳ）・‥（1！I）   

ノご主＝′（∬山，γエリー）  …（20）   

が求まり、Ⅳ個のプロセッサにて独立に逐次近  

似計算することが出来る。（19）式において  

〃一丸r＜0の堤合は、  
J   

此1I＝γ三ウ〟＋∑岬■丑i＿ノ（〃一肘≧叫  
ノ蒜0  

の予測子修正子公式を適用する。  …（21）  

となり、（13）式を複区分予測公式と呼んでい  

る。特に、M＝3、R＝2の場合、（13）式は、   

ル＝ ルー芋（2…－Ⅰ・2んユ）  

‥・r15）   

となり、（15）式を舶1neの予測公式と一致す  

る。   

関数∫（∫，カをk次の恥vtonの前進補間多項式  

で近似すると、（8）式は、  

T■一打  

ル＝∫甜・恒・告（∫州・貨車珊一∫山｝               f■十I  

・…＋（ェー五卜中一㌔止」】血…（16）  

となる。   

（10）式から（．15）式を導出した手法とほと  

んど同じ手法を適用すると、（15）式に対応す  

る式   

ル＝ルー（兢－ん＋2んコ）  

‥・（1丁）   

が得られる。（15）式と（17）式は〃■一門の値  

が正になるか負になるかに従って使い分ける。  

3．3 並列Runge一首utta法   

初期近似値‡γ三町‡を2山3で示した4次の  

Runge一鮎tta法により求める。  

血煙－＋2慮2＋2ち＋ち）  
γ三明＝γ。＋  

・‥（2封  

ここで、ち，ち，ちおよぴた。は（7）式の烏を   
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鵬＝こ置き換えて求める。（22）式により求めた  

‡γご‡を用いて（1射、蝮1）式を用いてⅣ個並列  

に逐次計算を行い微分方程式の数値解を求め  

ていく。  

ここでは、相対誤差  

君＋－I＝  ‥・招a）  

を定義し、君＋l〕と古三りの分布変化を収束判定に用  

いる。実用的には、真値は未知であるので（28）  

式の相対誤差を  

4．数値計算結果   

3．2、3．3で示した並列アルゴリズムを用いて  

数値計算を行う。この並列アルゴリズムは、逐  

次近似手法を用いているため収束の判定を行  

う必要がある。従来の方法では予測子と修正子  

を用いて判定を行っていたが、並列計算では全  

体の収束判定を行わなければならない。  

どエ叫＝  ‥・（24〕  

と定義し、gエ叫の分布変化を収束の判定に用い  

ればよい。  
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Fig．2  
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に対する空間相対誤差分布  
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4．1区間相対誤差分布  
1  

囲1は、γ■三‾ 川＝哺uler法）に対する  

数値解の区間相対誤差分布である。   

図（a）は、従来のEuler法に対する相対誤差  

分布である。   

図（b）は、並列Euler法の初期近似解‡γ三叫‡の  

相対誤差分布である。   

図（c）は、並列Euler法の第10近似解の相対  

誤差分布である。   

図（d）は、並列Euler法の第20近似解の相対  

誤差分布である。   

図（e）は、並列Euler法の収束後の相対誤差  

分布である。   

従来のEuier法では、川‾2～10－1の範周に相  

対誤差が多く分布している。‡γ三8りに関しては、  

100～10‾王の範囲に相対誤差があり、精度がか  

なり悪いが（24）・（26）式の逐次近似法を用い  

ると、‡ダニ呵）で10‾l～10‾6、iγ三叫‡で10‾王～  

10‾占の範囲になり、†γ三28りで収束し、10‾‘に  

相対誤差が集中しているのがわかる。  

10‾‘以下、並列改良Euler法（並列Adams法）  

ではf＝23で）0‾ヰ以下、並列Runge－Rutta法で  

は、f＝16で10‾7の分布を示す。   

従来の方法と比べ、初期近似解はかなり悪い  

のが見てわかる。しかし、逐次近似法を用い、  

収束まで繰り返すことにより、相対誤差分布が  

10‾心以下に集中し、かなりの精度を得る辛がわ  

かる。   

この例から見ると、並列Euler法と比べ、並  

列改良Euler法（並列Adams法）で1．2借、  

並列Runge－Eutta法では1．8借早く計算でき  

る辛がわかる．これは、並列改良Euler法（並  

列Adams酷）、並列Runge－Rutta法の初期近似  

解に肘る相対誤差が良いことに起因してい  

ると考えられる。   

図3は、γ－＝－γSin∫，∫（0）＝1に対する各分点  

での相対誤差を表した空間相対誤差分布であ  

る。囲3より各種解法による収束の違いについ  

て述べる。   

並列Euler法、並列改良Euler法（並列Adams  

法）、並列Runge一正utta法ともに‡γ㌘）‡にあまり  

違いが見られない．このような場合には並列逐次  

近似回数も両者あまり違わなくなる。   

また、単純には相対誤差分布は右上がりの曲線  

と期待されるが、この例では、相対・誤差が複雑な  

分布を示し、現在のところその理由は明らかでは  

ない。  

4．2 ≡空間相対誤差分布   

次に並列Euler法と並列Adams法・並列  

R皿ge－Ⅸutta法による収束の違いについて調べ  

る。   

囲2は、〆＝一坪，パ0）＝1に対する各分点で  

の相対誤差を表した空間相対誤差分布である。  

図6より各種解法による収束の違いについて  

述べる。   

並列E山er簸では、f＝ユ8で全点において  

5．各並列アルゴリズムの処理速度   

シミュレーションで得られた処理速度を表1に  

示す。  

恥ble．1 各種シミュレーションによる並列アルゴリズムの処理  

初期値間屈  処理速度   

ノ玩カ  Ⅰ血血1v舟1ue   γ（∫）   h   N  P且r且止01E止】8r  p且r山klA血un占  p且rd山d且Ⅶ1Eせ   

〆＝－ユγ  γ（0）＝l   鱒正一㌔／ヱ）  0．01  100   7．1   8．5   12．望   

γ′≡一尭  γ（叫＝l   叩〟（1一可  0．01  99   2．4   皇．6   5．8   

′＝う由m  γ川1＝l  餌p〔co詳－り  王‰  100   6．8   7．2   T．5   

G   



実際の実行速度というのは、関数イ（∬，γ）の計  

算処理やオーパ山ヘッドによる遅延時間など  

様々な要因を含んでるが、実行速度の大部分が関  

数′（工，γ）の計算処理の時間を占めるために、簡  

単のために、従来の逐次処理計算で引用される  

′（∫，カの回数と、並列処理で1つのプロセッサ  

において引用される関数′（芳，力の回数の比を実  

行速度として処理速度を求めた。ここでは、逐次  

処理での誤差が10▼ヰ以下に収束するまでの逐次  

処理の関数′（∫，カの計算回数と，並列処理での  

関数′（∬，カの計算回数の比率を求める事で何倍  

早くなったか求める事ができる。   

真に3つの例題について各種解法（並列Euler  

法・並列改良Euler法〔並列Adams法）・並列  

Run酢一伽tta法）での処理速度を示した。この裏  

からわかるように、一般に、並列Euler法、並列  

改良Euler法（並列AdaJ）S法）、並列RungerKutta  

法となるにつれて、処理速度が早くなるのがわか  

る。従来のRun評－Kutta法に比べると約6～12借  

の処理速度が得られる辛がわかる。  

ることが出来る。ネットワーク（LAN）で接続さ  

れた複数の計算機を、あたかも1台の並列計算  

機のように利用することができるので、低コス  

トで並列計算機を構築することが出来る。   

図4に、PVMによる並列計算機の論理的構成  

図を示す。  

Fig．4 PⅧによる並列計算機の論理的構成図   

現段階では、PVMをLinu真にインストールし  

て動作確認を行った段階であり、まだまだ、使  

いこなすレベルではないが、これからはこの  

PVⅦを使用して並列アルゴリズムの検証を行っ  

ていく予定である。  

6． PVM   

実際の並列計算機を用いて嶺区分予測子法  

等を用いた並列アルゴリズムを実行すべきで  

あるが、あいにく、並列計算機は高価で、すぐ  

利用できない状態にある。そこで、仮想的な並  

列計算機を作り出すことが出来るPVMを利用し  

ようと考えた。   

PVNとはParallelVirtual岨achineの略であ  

り、アメリカのオークリッジ国立研究所（Oak  

RidgeNationalLaboratorY）と、エモリー大学  

（EmoryUniversity）らの研究者らによる異機種  

分散計算の研究プロジェクトから生まれた並  

列プログラミングライブラリであり、世界中に  

かなりのユーザーがいる。   

このP†Mは、甘eb上でフリーウェアとして公  

開されており、LinuxやYind珊S上で動作させ  

7．まとめ   

VLSI技術の発展により、同一プロセッサを多  

数用いる並列処理計算機システムは高速演算  

が必要とされている科学数値計算の分野で大  

いに期待されている。本報告では、予珊子法と  

逐次計算手法に基づいた常微分方程式の並列  

計算アルゴリズムを提案し、各種のシミュレー  

ションを行い、この並列計算アルゴリズムの検  

討を行った。その結果、この並列計算アルゴリ  

ズムは従来の計算アルゴリズムに比べかなり   

7  



の高速化が異現されることと、数値解の精度も  

比較的高いことがわかった。今後は、PV撼を使  

用して、シミュレーションで得られた処理速度  

が実際に正しいかどうか、検証していく予定で  

ある。また、数値計算における誤差分布の振る  

舞いは複雑であり、誤差伝播に関するより正確  

な解析・は今後の問題である。  

参考文献  

1）奈良久・早ノーl美徳・阿部宇：数値計算法，朝倉  

書店（1991）  

2）玄光男：数値計算とデータ構造．共立出版株式  

会社（1994）  

3日、択一文：数値計算軌共立出版株式会社（1987）  

4）歯偏太→・安相通晃・中田登志之：初めての並  

列プログラミング（1999）  

8   


