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1. はじめに

モデル状態予測制御は，制御対象の有する制約

が合理的に扱える制御法のひとつであり，オンラ

イン計算により制御入力を逐次決定してゆく方法

である．そして最近では，計算機の能力が非常に

高まったことを背景に，サンプル時間の短い機械

システムの制御，さらには高度な理論計算を要す

る制御問題にも応用の範囲が広げられている [4]．

モデル状態予測制御の応用例(むだ時間を含むシ

ステムがある)は化学プロセスを中心に数多い，文

献[5]∼[8]が参考になるであろう．

入力にむだ時間のシステムをうまく制御するに

は，むだ時間経過後に現在の制御入力の効果や兆

候を予測しながら制御することである．これらの

根本的解決する方法が状態方程式による状態予測

制御である[9]．

本設計法では状態方程式に現在時刻の入力が存

在することが設計条件の一つであり，現在時刻の

入力が存在しない場合に対する設計法の構築が課

題となっている．本研究では状態方程式に現在時

刻の入力が存在しない線形むだ時間系に対する状

態予測モデル追従形制御系の設計を考察する．

まず第2章では制御対象システムおよび参照モ

デルを設定し，第3章では制御系のMFCSの設計法

について提案する．第4章では制御系の内部安定

性を示し，第5章では具体的な数値例に基づき，外

乱が存在する場合でも制御対象の出力は参照モデ

ルに漸近的に追従することを確認し，実用性を保

証した．最後に第6章でまとめる．

2. 問題の設定

入出力及び状態に複数のむだ時間が存在する制

御対象は(1)，(2)式とする．

ẋ(t) = Ax(t) + B1u(t− L1)

+B2u(t− L2) + d(t) (1)

y(t) = Cx(t) + d0(t) (2)
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参照モデルを(3),(4)式で示す.

ẋm(t) = Amxm(t) + Bmrm(t) (3)

ym(t) = Cmxm(t) (4)

各ベクトルの次元はx(t)とd(t) ∈ Rn, u(t); y(t)と

d0(t) ∈ Rlとする.ここで, x(t)は状態変数，u(t)は制

御入力，y(t)は制御対象の出力，d(t)とd0(t)は有界

な外乱である．L1, L2はむだ時間であり，0 <= L1 <

L2とする．xm(t) ∈ Rnm，rm(t) ∈ Rlm，ym(t) ∈ Rl

はそれぞれ参照モデルに関する状態変数，参照入

力，参照出力である. A, B1, B2, C およびAm, Bm,

Cmは適合する次元の定数行列である．内部状態

x(t)は直接入手できないものとする. また，制御

対象と参照モデルの出力誤差は次式で与える．

e(t) = y(t)− ym(t) (5)

この設計においては，内部状態がすべて有界に保持

され，初期値関数x(t) = x0(t) (t <= 0)　u(t) = u0(t)

(t < 0)に対し，t →∞でe(t) → 0にするような線形

むだ時間系のモデル追従形状態予測制御系(MFCS)

の設計法を示す．

3. 制御系の設計

一般に信号z(t)の時間L2経過後の予測信号をẑ(t) =

z(t + L2)と表すことにする．予測信号x̂(t)を用い

て次のように求められる．

x̂(t) = eAL2x(t)

+
∫ t

t−L2

eA(t−τ)B1u(τ + L2 − L1)dτ

+
∫ t

t−L2

eA(t−τ)B2u(τ)dτ

+
∫ t

t−L2

eA(t−τ)d̂(τ)dτ (6)

制御対象の状態方程式および出力方程式(1)と(2)

式を書き換えれば, つぎの予測方程式が得られる．

˙̂x(t) = Ax̂(t) + B̄u(t) + d̂(t) (7)

ŷ(t) = Cx̂(t) + d̂0(t) (8)

ここで，B̄ = eA(L2−L1)B1 + B2である．

仮定 1 [A, B̄] はスペクトル可制御と[C,A] はスペ

クトル可観測とする, 以下のようになる．

rank
[

pI −A , B̄
]

= n (9)

rank

[
pI −A

C

]
= n (10)

仮定 2 システムの不変零点C[pI − A]−1B̄は安定

である．

仮定 3 |pI −A| 6≡ 0

参照モデルの予測信号を用いてx̂m(t) = xm(t +

L2)は現在の信号xm(t)と過去から現在までの信号

rm(t)を用いて次のように求められる.

x̂m(t) = eAL2xm(t)

+
∫ t

t−L2

eAm(t−τ)Bmr̂m(τ)dτ (11)

参照モデルの状態方程式および出力方程式(3)式

と(4)式を予測信号を用いて書き換えれば,次式の

ようになる．

˙̂xm(t) = Amx̂m(t) + Bmr̂m(t) (12)

ŷm(t) = Cmx̂m(t) (13)

制御対象と参照モデルの予測出力誤差は次式で

与える．

ê(t) = ŷ(t)− ŷm(t) (14)

(7)と(12)式より， x̂(t)とx̂m(t)はそれぞれ次式

のように表される．

x̂(t)=[pI −A]−1B̄u(t)+[pI −A]−1d̂(t)(15)

x̂m(t) = [pI −Am]−1Bmr̂m(t) (16)

(8), (13), (15)と(16), ŷ(t)とŷm(t)は

ŷ(t) = C[pI −A]−1B̄u(t)

+C[pI −A]−1d̂(t) + d̂0(t)

ŷm(t) = Cm[pI −Am]−1Bmr̂m(t)
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になる．D(p)ŷ(t), Dm(p)ŷm(t)は次式になる．

D(p)ŷ(t) = N(p)u(t) + ŵ(t)

Dm(p)ŷm(t) = Nm(p)r̂m(t)

ここで，C[pI − A]−1B̄ = N(p)/D(p), N(p) =

Cadj[pI − A]B̄ ∈ Rl×l, D(p) = |pI − A|, Cm[pI −
Am]−1Bm = Nm(p)/Dm(p), Nm(p) = Cmadj[pI −
Am]Bm ∈ Rlm×lmとDm(p) = |pI −Am|である.

外乱はまとめて次式になる．

ŵ(t) = Cadj[pI −A]d̂(t) + D(p)d̂0(t) (17)

設計の都合上，N(p)とNm(p)をそれぞれつぎの

ような形式で表す．

N(p) = diag(pηi)Nr + Ñ(p)

Nm(p) = diag(pηmi )Nmr + Ñm(p)

ここで，∂ri
Ñ(p) < ηi，∂ri

Ñm(p) < ηmi . ηiは

N(p)の各行のpに関する次数（最高次数）を表し，

ηmiはNm(p)の各行の次数（最高次数）である．N̂r

はl×lの定数行列であり,|Nr| 6= 0であるとする．外

乱d̂(t), d̂0(t)は次式を満たすものとする．

Dd(p)d̂(t) = 0, Dd(p)d̂0(t) = 0 (18)

また，Dd(p)はモニックな多項式であり,外乱の

モードを与える。(17)と(18)式より，ŵ(t)は次式を

満たす．

Dd(p)ŵ(t) = 0 (19)

つぎに, ρ次(ρ ≥nd+2n−nm−1−ηi)のモニックで

安定な多項式T (p)を選び，T (p)Dm(p)をDd(p)D(p)

で割った商と余りをそれぞれR(p),　S(p)とする．

T (p)Dm(p) = Dd(p)D(p)R(p) + S(p) (20)

ここで,各多項式の次数は∂T (p) = ρ, ∂Dm(p) =

nm, ∂Dd(p) = nd, ∂D(p) = n, ∂R(p) = ρ + nm −
nd − nと∂S(p) <= nd + n− 1である．ê(t)は次式の

ように求められる．

T (p)Dm(p)ê(t) = Dd(p)D(p)R(p)ŷ(t)

+S(p)ŷ(t)− T (p)Nm(p)r̂m(t) (21)

すなわち，

T (p)Dm(p)ê(t) = Dd(p)R(p){N(p)u(t)

+ŵ(t)}+ S(p)ŷ(t)− T (p)Nm(p)r̂m(t)

= Dd(p)R(p)N(p)u(t) + S(p)ŷ(t)

−T (p)Nm(p)r̂m(t)

= {Dd(p)R(p)N(p)−Q(p)Nr}u(t)

+Q(p)Nru(t) + S(p)ŷ(t)

−T (p)Nm(p)r̂m(t) (22)

である．ここで，Q(p)は|Q(p)|が安定多項式であ
るような多項式行列であり，次式のように表す．

Q(p) = diag(pρ+nm−n+ηi) + Q̃(p)

∂riQ̃(p) < ρ + nm − n + ηi

本設計法はê(t) → 0(t → ∞)になるような設計

を考えているので,（22）式においてê(t) = 0とな

るように(22)式の右辺を0と置けば, |N̂r| 6= 0に注

意してu(t)は次式のように求められる．

u(t) = −N−1
r Q−1(p){Dd(p)

·R(p)N(p)−Q(p)Nr}u(t)

−N−1
r Q−1(p)S(p)ŷ(t) + um(t) (23)

um(t) = N−1
r Q−1(p)T (p)Nm(p)r̂m(t) (24)

上式の各行列要素の分数式がプロパー(proper)

であるためにはつぎの条件を満足しなければなら

ない(i = 1, 2, · · · , l)．

ρ ≥ nd + 2n− nm − 1− ηi (25)

nm − ηmi ≥ n− ηi (26)

状態空間表示を使ってu(t)を表すためにつぎの

ような状態変数を導入する．

u(t) = −H1ξ1(t)− E2ŷ(t)−H2ξ2(t) + um(t)
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(27)

um(t) = E3r̂m(t) + H3ξ3(t) (28)

ここで, um(t)は外生信号である．ξ1(t), ξ2(t), ξ3(t)

はつぎの状態

ξ̇1(t) = F1ξ1(t) + G1u(t) (29)

ξ̇2(t) = F2ξ2(t) + G2ŷ(t) (30)

ξ̇3(t) = F3ξ3(t) + G3r̂m(t) (31)

である．多項式行列とシステム行列の間にはつ

ぎの関係がある．

H1[pI − F1]−1G1 = N−1
r Q−1(p)

·{Dd(p)R(p)N(p)−Q(p)Nr} (32)

E2 + H2[pI − F2]−1G2

= N−1
r Q−1(p)S(p) (33)

E3 + H3[pI − F3]−1G3

= N−1
r Q−1(p)T (p)Nm(p) (34)

(27)式の右辺は過去の入力信号u(t), 過去から現

在までの状態変数フィルタξi(t)(i = 1, 2)および予

測出力信号ŷ(t), 予測外生信号um(t)で構成されて

いる．(27)式のu(t)は ê(t) → 0(t → ∞)すなわち

e(t) → 0(t →∞)を満足するから, 制御系を構成す

る内部状態が有界であれば, モデル追従形制御系

が実現できる．

4. 内部状態の有界性の証明

制御系に対して外部から入る信号は参照入力

r̂m(t)と外乱d̂(t)，d̂0(t)である. 外乱の特性多項式

Dd(p)は一般に複素右半平面に根を有するが, (18)

式は時間の有限区間で成立するものであり, d̂(t)，

d̂0(t)は有界とする．すなわち, d(t)，d0(t)も有界と

する．制御系の初期値関数x(t) = x0(t)(t <= 0), u(t) =

u0(t)(t < 0), ξi(t) = ξ0
i (t)(t <= 0)(i = 1, 2)は有界と

する. 参照モデルの状態変数xm(t)は有界である

からx̂m(t)も有界となる．(7)∼(8)と(27)∼(31)から

u(t)を消去すると次式が得られる．

Esżs(t) = Aszs(t) + ds(t) (35)

ys(t) = Cszs(t) + ds0(t) (36)

ここで，zs(t) = [x̂T (t), ξT
1 (t), ξT

2 (t), uT (t)]T ,

ys(t) = [ŷT (t), 0, 0, 0]T , Cs = [C, 0, 0, 0], ds0 =

[d̂0(t), 0, 0, 0] と

Es =




I 0 0 0
0 I 0 0
0 0 I 0
0 0 0 0


 ,

As =




A 0 0 B̄

0 F1 0 G1

G2C 0 F2 0
−E2C −H1 −H2 −I


 ,

ds(t) =




d̂(t)
0

G2d̂0(t)
−E2d̂0(t) + um(t)




である．内部状態の有界性を証明するために，

zs(t)の有界性を示せばよい．Asの特性方程式は

|pEs −As|

= |Q(p)|D(p)|Nr|−1 T l(p)Dl
m(p)

Dl(p)
|N(p)|

となる．さらに, C[pI − A]−1B̄の不変零点の多

項式をV (p)とおけば,

C[pI −A]−1B̄ = N(p)/D(p)l = U(p)−1V (p)

となるから，|pEs −As|は次式のようになる．

|pEs −As| = |Nr|−1T (p)lDm(p)l|Q(p)||V (p)|

(37)

(37)式右辺の各pに関する多項式は恒等的にゼロ

とはならないため,

|pEs −As| 6≡ 0 (38)

となって解の一意性を保証するレギュラー条件

は満足されている。さらにEsの階数及び(37)式の

– 4 –



pに関する多項式としての次数を求めれば,

rankEs = deg|pEs −As|

= n + 2
l∑

i=1

(ρ + nm − n + ηi) (39)

を満足することからzs(t)は指数関数モードのみ

で表されることがわかる．そこで, 式(37)において

T (p), Dm(p), |Q(p)|は安定多項式であり, V (p)が安

定ならば, Asは安定なシステム行列となる．よっ

て, zs(t)は有界である. 以上の議論をまとめれば，

つぎの定理を得る．

定理 1 むだ時間L1, L2を含む制御対象を次式とす

る．

ẋ(t) = Ax(t) + B1u(t− L1)

+B2u(t− L2) + d(t)

y(t) = Cx(t) + d0(t)

制御対象の予測状態方程式は次のようになる．

˙̂x = Ax̂(t) + B̄u(t) + d̂(t)

ŷ = Cx̂ + d̂0(t)

この系で，条件(1)∼(4)を満せば，内部状態が有

界なモデル追従形制御系が設計できる．

(1) [A, B̄] はスペクトル可制御と[C, A] はスペク

トル可観測とする，以下のようになる．

rank
[

pI −A , B̄
]

= n

rank

[
pI −A

C

]
= n

(2) システムの不変零点C[pI − A]−1B̄は安定で

ある．

(3) |pI −A| 6≡ 0．

(4) rankEs = deg|pEs −As|.

証明：本文参照．

5. 数値例

つぎのような入出力及び状態にむだ時間を有す

るシステムに対し,モデル追従制御を計算する.

参照モデルは次式のように表す．

ẋm(t) =

[
0 1
−6 −5

]
xm(t) +

[
0
1

]
rm(t)

ym(t) =
[

2 1
]
xm(t)

制御対象は以下のようになる．

ẋ(t) =

[
0 1
−3 −4

]
x(t) +

[
0
2

]
u(t− L1)

+

[
1
2

]
u(t− L2) +

[
0

d(t)

]

y(t) =
[

5 1
]
x(t) + d0(t)

ここで，

A =

[
0 1
−3 −4

]
, B1 =

[
0
1

]
,

B2 =

[
1
2

]
, C =

[
5 1

]

になる．この例では，

Fi =

[
0 1
−36 −12

]
, Gi =

[
0
1

]
(i = 1, 2, 3)

と設定する．

Fig. 1　Responses of the state predictive model
following control system for the linear system with
input time-delay

外乱d(t)，d0(t)と参照入力rm(t)は

d(t) = 0.035t− 1.1 (8 <= t <= 22)
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d0(t) = 0.8 (35 <= t <= 55)

rm(t) =

{
0 (−L2 <= t < 0)

4sin0.6t + 7.5 (t ≥ 0)

とおく．シュミレーションの応答をFig. 1に示す．

応答より，y(t)は漸近的にym(t)に收束しているこ

とがわかる．

6. おわりに

本稿では状態方程式に現在時刻の入力が存在せ

ず，入力むだ時間が含まれる線形系に対してモデ

ル追従形制御系の設計法を提案し，数値例により

その有効性を示す．

通信ネットワークが発展した現在，ネットワー

クを介してフィ－ドバックループを構成する制御

方式が増えてくるものと考えられる[10]∼[14]．この

場合，時変の遅延が問題となってきますので，今

後これに関連した時変むだ時間系の研究がホット

な話題として注目を集めて行く可能性がある．む

だ時間システムのモデル追従形制御系の設計もこ

れに関連の問題へ拡張することである．
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