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1. 諸言

航空の分野において空力連成運動や空力連成

振動のような研究は盛んにおこなわれている．

特に空力―構造連成振動については，機体の破

損や翼面の剥離といった問題を引き起こすため，

特に研究が盛んに行われている 1)．また，回転

翼についても同様に空力―構造連成振動に関す

る研究がおこなわれている 2)3)4)．　

マルチコプタの実際の飛行において，機体の

並進運動がプロペラの空力に影響を与えるため，

プロペラの運動モデルに，機体の並進運動を組

み込むことがなされている 4)．しかし，この運動

モデルにおいて，機体の並進運動によるプロペ

ラブレードの迎え角の変動は考慮されていない．

プロペラにより発生する推力とプロペラの抵抗

トルクは，どちらも迎え角の影響を受ける．そ

のため，並進運動による空力の変動は，推力と

抵抗トルクの連成した変化につながる可能性が

ある．この推力―抵抗トルクの連成した変化に

よってプロペラの回転数も変化することが考え

られ，これはプロペラの回転面方向の空力連成

振動であると考えることができる．マルチコプ

タは一般に，機体重量が軽量であることや，固

定ピッチのプロペラが採用されているといった

点から，マルチコプタは，プロペラによる空力

の変動が機体の運動に影響しやすい特徴を有し

ているといえる．そのため，このプロペラの推

力―抵抗トルクの連成した運動の影響は機体の

運動に影響を与える可能性が考えられる．しか

し，このようなプロペラの運動を考慮した運動

モデルは未だに考えられていない．マルチコプ

タの運動性向上のためにも，このような現象を

理解して運動モデルを構築する必要があると考

える．　

そこで本研究では，翼素理論に基づいてプロ

ペラの推力―トルク連成運動のモデル化をおこ

なう．次に得られたモデルのシミュレーション

を作成し，得られたモデルに対する考察をおこ

なう．
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2. 準備

2.1 プロペラのモデリング

回転翼の空気力をモデル化をする主要な理論

として運動量理論と翼素理論がある．運動量理

論とは，回転しているプロペラを 1つの作動円

盤に見立てて，飛行中に流入した気流がプロペ

ラにより加速される気流の運動量とエネルギの

変化から，プロペラの推力と馬力をモデル化す

る方法である 5)．一方で，翼素理論とはプロペラ

のブレードにおいて翼根から半径 rのところに

厚さ drを持つ部分，すなわち，翼素を考え，こ

こに作用する力からプロペラ全体の力へと発展

させる方法である 5)．運動量理論では，各ブレー

ドの挙動に関しては考慮しないため，得られる

結果は時間・空間的に平均化されたものになる

特徴がある．また，翼素理論ではブレードに作

用する力の関係を具体的に知ることができる．

推進器の運動の変化はプロペラに流入する気

流に影響を与える．翼の根本からの距離によっ

て回転面における接線方向の速度が異なるため，

気流の変化による影響は各翼素によって異なる．

そのため連成運動による影響も各翼素ごとに異

なることが考えられる．したがって本研究では

この影響の変動も考慮するため，翼素理論を用

いてモデルの構築をおこなう．

翼素理論を用いてモデルを導出するにあたっ

て以下の仮定を設ける 6)．

1) 翼素に働く空気力は、空気中を迎え角 α、

一様な対気速度 Vrで前進している同じ二

次元翼型断面に働く力と全く同じである。

2) プロペラにはたらく空気力は各翼素には

たらく空気力の総和である。

3. 問題設定

3.1 今回検討する運動

Fig. 1　全体の運動

本研究では図 1のように，モータに直接取り

付けられたプロペラを考える．このとき鉛直方

向のみの運動を考え，それ以外の並進，軸周り

の回転については考慮をしない．また，プロペラ

の回転に伴ってモータは逆向きの回転をするが，

本研究ではこの回転も発生しないこととする．

3.2 プロペラ形状

Fig. 2　プロペラの外形と翼素にはたらく推力
とトルク

本研究では，図 2のようなブレード数がB枚

で，各翼素の翼弦長 bは変わらないプロペラを考

える．時刻 tにおける推進系の前進速度を V (t),

ブレードの角速度を ω(t)とするとき，空気の流

入速度の大きさ Vr(t)と気流の流入角 ϕ(t)は図

2より

Vr(t, r) =

√
V (t)2 + (ω(t)r)2 (1)
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tanϕ(t, r) =
V (t)

ω(t)r
　

これより

ϕ(t, r) = tan−1

(
V (t)

ω(t)r

)
(2)

で表わされる．また，気流の流入角 ϕと迎え角

α,ピッチ角 βの関係は

β(r) = α(t, r) + ϕ(t, r)

⇔ α(t, r) = β(r)− ϕ(t, r) (3)

で表わされる．任意の翼素 rでのピッチ角 β(r)

の分布は，翼端のピッチ角を βtとして，

β(r) = βt ·
R

r
　 (4)

で表わされるとする．

迎え角α(t, r)が失速角未満であるとき，揚力

係数CLは迎え角 α(t, r)に関する一次函数，抗

力係数CDは揚力係数CLの二次函数で与えられ

るとする 7)．すなわち,CLは，揚力傾斜をCLα,

無揚力角を α0とすると

CL(α(t, r)) = CLα (α(t, r)− α0) (5)

抗力係数は，抗力係数の最小値であるような値
CDmin,正定数 κを用いて

CD(α(t, r)) = CDmin + κCL(α(t, r))
2　

(5)式より

CD(α(t, r)) = CDmin

+ κ {CLα (α(t, r)− α0)}2 (6)

で表わされるとする．

3.3 運転状態

本研究ではマルチコプタのプロペラを想定し

ており，プロペラの運転状態の範囲をω(t)r >>

V (t)，運動状態の基準をホバリング状態とする．

このときの回転角速度を ωh とし，そこからの

角速度の変動分を ω̃(t)とする．すなわち，

ω(t) = ωh + ω̃(t) (7)

である．このとき，ホバリング時の推力とトル

クをTh, Qh,ホバリング状態から変動した角速度

による推力とトルクを T̃ (t), Q̃(t)とすると，プ

ロペラに作用する推力 T とトルクQは

T (t) = Th + T̃ (t) (8)

Q(t) = Qh + Q̃(t) (9)

のように分解する．このとき，ホバリング時の

推力 Th はプロペラ一枚あたりの機体重量とつ

りあい，トルクQhはホバリング時のモータの

出力トルク qmhとつりあう．　

また，ω(t)r >> V (t)より，流入速度Vr(t)は

Vr(t)
2 = V (t)2 + (ω(t)r)2

≃ ω(t)2r2 (10)

で近似することができる．

3.4 DCモータ

Fig. 3　 DCモータにおけるトルクと回転速度
の関係

図 3は DCモータにおいて発生する出力トル

ク qmと DCモータの回転速度 ωの関係である
8)．DCモータは端子電圧を固定すると出力トル

ク qmは，正定数 qc，ω = 0における出力トル

ク qnを用いて

qm(t) = −qcω(t) + qn (11)
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と表される．

Fig. 4　ホバリング状態を基準とした DCモー
タにおけるトルクと回転速度の関係

図 4のようにホバリング状態を回転角速度の

基準をすると，モータの出力トルク qm(t)も，ホ

バリング時のモータの出力トルクを qmh，ホバ

リングから回転速度が変動した分の出力トルク

q̃(t)を用いて

qm = qmh + q̃m(t) (12)

と表される．さらに，このとき (11)式は，ホバ

リングから変動した角速度 ω̃(t)を用いて

q̃(ω̃(t)) = −qcω̃(t) (13)

と表される．

4. プロペラの運動モデルの導出

4.1 運動方程式の導出

プロペラから発生する推力 T による上昇運動

を考える．運動状態の基準がホバリングである

とき，プロペラ軸方向の運動方程式は，プロペ

ラ一枚あたりの荷重をm,重力加速度を gとす

ると

mV̇ (t) = Th + T̃ (t)−mg

V̇ (t) =
T̃ (t)

m
(14)

である．また，ブレードの回転の運動方程式は，

プロペラ全体の慣性モーメントを J ,モータのト

ルクを qmとすると

Jω̇(t) = qm −
(
Qh + Q̃(t)

)

ω̇(t) = − 1

J

(
qcω̃(t) + Q̃(t)

)
(15)

である．

Fig. 5　プロペラの翼素にはたらく揚力と抗力

図 5は各翼素にはたらく揚力と抗力の関係を

示している．図 5より翼素に働く推力とトルク

dT, dQは

dT = dL cosϕ− dD sinϕ (16)

dQ = (dD cosϕ+ dL sinϕ) r (17)

微小の推力 dT ,トルク dQは翼素に二次元翼理
論を適用できると仮定すると，

dL =
1

2
CLρV

2
r bdr (18)

dD =
1

2
CDρV

2
r bdr (19)

Bをブレードの枚数とし，(18),(19)式を (16),(17)

式に代入して整理すると

dT

dr
=

1

2
BρbV 2

r (CL cosϕ− CD sinϕ) (20)

dQ

dr
=

1

2
BρbV 2

r (CL sinϕ+ CD cosϕ) r (21)

(22)

となるため，プロペラ全体に作用する推力とト

ルク翼根R0から翼端Rまでの積分によって求

められる．したがって，

T = ρb

∫ R

R0

V 2
r (CL cosϕ− CD sinϕ) dr (23)

Q = ρb

∫ R

R0

V 2
r (CL sinϕ+ CD cosϕ) rdr (24)

ここで (23)，(24)式において問題設定を考慮す

ると

T̃ (t) = ρb

∫ R

R0

ω̃(t)2r2
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× [CLα (α(a(t), r)− α0) cosϕ(a(t), r)

−
{
CDmin + κC2

Lα (α(a(t), r)− α0)
2
}

× sinϕ(a(t), r)] dr (25)

Q̃(t) = ρb

∫ R

R0

ω̃(t)2r2

× [CLα (α(a(t), r)− α0) sinϕ(a(t), r)

+
{
CDmin + κC2

Lα (α(a(t), r)− α0)
2
}

× cosϕ(a(t), r)] dr (26)

となる．ωr >> V より

tan−1

(
V (t)

ω(t)r

)
≃ V (t)

ω(t)r

sin

(
V (t)

ω(t)r

)
≃ V (t)

ω(t)r
, cos

(
V (t)

ω(t)r

)
≃ 1

となる．したがって，T̃ (t)，Q̃(t)を用い，ω̃(t)2

の係数を k·1，ω̃(t)の係数を k·2，V (t)ω̃(t)の係

数を k·3，V (t)の係数を k·4，V (t)2の係数を k·5，

V 3 / (ωh+ ω̃)の係数を k6とすると，(14),(15)式

よりプロペラの運動方程式は

V̇ (t) =
T̃ (t)

m

=
1

m

(
kT1ω̃(t)

2 + kT2ω̃(t) + kT3V (t)ω̃(t)

+kT4V (t) + kT5V (t)2 + k6
V (t)3

ωh + ω̃(t)

)
(27)

ω̇(t) = − 1

J

(
kQ1ω̃(t)

2 + kQ2ω̃(t) + kQ3V (t)ω̃(t)

+kQ4V (t) + kQ5V (t)2 + qcω̃(t)
)

(28)

となる．

5. 初期値応答

得られた運動モデルにおいて，連成運動が発

生しているか確認するためにシミュレーション

をおこなう．具体的には，V (t)と ω̃(t)という二

つの状態量のうち，一つを運動の基準点である

ホバリング状態におく．この状態量が初期値を

与えた状態量の影響を受けて変化すれば連成運

動が発生していると言える．

今回は状態量の初期値としてV0 = 0.1，ω̃ = 0

でシミュレーション時間は 10秒とする．また，

各バラメータは表 1にまとめる．このときの初

期値応答を図 6，7に示す．

Table 1　パラメータの値
ρ 1.205

b 0.03515

m 0.6686

R 0.19

R0 0.03

α0 −0.035

βt 0.087

CLα 0.1

CDmin 0.006

J 1.79× 10−4

ωh 335.5

B 2

qc 18.2297

Fig. 6　 V の初期値応答 (0 <= t <= 10)

Fig. 7　 V の初期値応答 (0 <= t <= 10)
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図 6，7より，初期値 V0によって ω̃(t)の状態

が変化をしているため，シミュレーションによ

り連成運動が発生していることを確認した．

6. 結言

本研究では翼素理論を用いてプロペラ推力―

トルク連成運動のモデル化をおこない，このモ

デルの初期値応答をシミュレーションにより確

認をした．

今後は得られたモデルの応答を実機で確認を

おこなう予定である．また，非定常空気力学か

らプロペラのモデリングを行う予定である．
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