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分が初めて数値計算に取り入れられた  
DifferentialDynamic Programming（DDP）4）  
においては，強変分の構成方法は極めて  
簡潔であり数値計算に適していたが，DDP  
の収束性は証明されなかった．それに対し，  
Mayne＆Polak5）は強変分アルゴリズムの  

提案およびその収束性の理論的証明を与  
えたが，しかし，そこで提案された強変分構  
成法は極めて複雑であり，当時，具体的計  
算例は示されなかった．のちに，Virk机は  
Mayne＆Polakの強変分アルゴリズムを時  

間遅れ系へと拡張し具体的計算例を示し  
てはいるが，強変分の構成時に使われるあ  
る種の切り換え換作に関し，その切り換え  
時間が無限小となる可能性が高く，依然  
実用上の問鰭は残る．また，独自な強変  
分アルゴリズムが井前ら7）により提案されて  

いる．収束証明が与えられ数値計算例も  
皇宮に示されているが，Mayne＆Polakの  

アルゴリズムと同様に，切替え時間の無限  
小問題が残されている．   

本論文では，量子化最適制御問題を取  
り扱い∴実用的強変分構成法に基づく新  
たな数値解法アルゴリズムを提案する．そ   

1．緒言   

与えられた離散値のみをとる場合，その  
操作量は量子化換作量と呼ばれる．古く  
はリレー制御系におけるオンオフ換作量，  
最近では，コンピュータ機器導入による悟  
号の量子化（コンピュータ内部の有限桁計  

算，AD／DA変換器の量子化）に起因する  
操作主などを例としてあげることができる．  
このような量子化操作真のもとでの最適制  

御問題を量子化最適制御問題り～3）という．  
数値解法の分野において，量子化最適制  
御問題は，換作畳拘束条件に凸性が保  
証されないことから一般的に取り扱いが極  

めて困難な問題として知られている．   
理論解析の分野において，操作量の拘  
束条件に凸性が保証されない場合，いわ  
ゆる強変分が有効であることが指摘され理  

論的には大きな成果を得ている．この点か  
ら，数値解法においても強変分の採用は  
自然なことと考えられるが，数値解法の収  
束性を保証し，かつ数値計算に適した実  
用的な強変分をどの様に構成するかは困  
難な問蔑であり，研究の多くはこのトレード  

オフに悩まされてきたといえる．事実，強変  
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では，独自な強変分の構成法に基づき，  
凸性の保貢正がない場合に対しても取り扱う  

ことができる最適制御アルゴリズムを新たに  

提案する．  

3．1強変分   

最適制御問題の数値解法の基本的な考  

え方は，ある操作量〟（Jいミ与えられたとし  

て，この瑚を用いて計算される評価関数  
値ル）に対し，より小さい評価関数値  

J¢J」を与える操作豊㌔いを見つけること  

である．すなわち  

J（〟）＞J〔七）  持・1）  

を満たす〟。い求めることである．  

さて，この〟。いを見つける代表的な1つ  
に次のような方法がある．いま，式（3・2）で  

与えられる関数〃をハミルトン関数と呼ぶ  

ものとする．  

叫，瑚，〟）＝－叶榊山西帥，榊）  
（3・2）  

ここにp（小ま随伴ベクトルと呼ばれ，次の  

微分方程式を満足する．  

の際，アルゴリズムの理論的収束証明に固  
執する限り実用的な強変分構成法の提案  
は困難との判断から，数値的収束証明に  
とどめる．すなわち，数多くの数値計算例  
を通してアルゴリズムの収束性を明らかに  

する．本論文の構成は以下の通りである．  
2章では，皇子化最適制御問題の定式化  
を行う．その際，量子化最適制御問題を特  
別な場合として含む，より一般化した形で  
定式化する．3章では強変分アルゴリズム  
を提案する．4章では，量子化最適制御閉  
居を含む種々の最適制御閉居をとりあげ，  
アルゴリズムの実用性および収束性につい  

て数値的に検討する．5章では，コンテナ・  
クレーンの振れ止め制御を量子化最適制  
御問題とLて定式化しその最適制御につ  
いて考療する．  

2．間垣の定式化  

制御対象が次のような場合の最適制御  
問題を考える．すなわち，状態方程式及び  
初期条件がそれぞれ  

曳い＝′¢㍉（J♭（川，埴。）＝∫。（2・1）  
で与えられ，最小にする評価関数ノ（ム）が  

J吊＝軸，妬）ト脚仙抽  
（2．2）  

で与えられるとき，最適操作量を求める問  

題を考える．ここに，制御区間をレいJ．】とす  

る．状態変数ヰ）は巨いJ】】＝尺〃の絶対連  
続関数，操作量〟帥まレ。，J．ト祀∈月rの  
有界な可執関数とする．ここで，Uはコンパ  

クトな部分集合である．部分集合Uに関し  

ては凸性の条件が課されていない．すなわ  

ち，量子化換作量を特別な場合として含  
んでいる．  
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このとき，最適操作量はハミルトン関数ガ  

を最大にするというPontryaginの最大原  

理を利用して，求めようとする打αいを次式  

で与える．  

〟α（f）＝肝い十（l－α師）¢＞0）（3・4）  

ただしr帥ま式（3・5）を満足する関数であ  

り，  

〃仁，∫′，r廿）＝maX叫，∬′，頼）（3・5）  

αはJ（〟。）が最小になるように調整される・  

ところで，この方法は〃。いの構成のため  

に「¢）とヰ）の凸結合を用いており，操作  

真の拘束条件に凸性の保証がない場合，  

その適用はきわめて困難となる．これに対  

し，強変分の考え方を利用すれば操作量  
の拘束条件に凸性を必要としないことはよ   

3．強変分アルゴリズム   

本論文で取り扱う最適制御問題におい  
ては，操作量拘束条件に対し凸性が保証  
されていない．そのため．弱変分に基づく  

数値解法は直接には適用できない．本章  
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く知られている．この点に着目し，数値計  

算に適した独自な強変分構成法を以下に  

示す，  

［強変分構成法］  

J。を制御区間内の部分集合とし，〟α（f）  

を次のように構成する．   

〟。い＝「¢）；J∈Jα  

＝柑巨 それ以外のJ（3・6）  

ここで問題となるのは，どのようにJαの範  

囲を定めるかということである・Jαの決定に  

は，式（3・4）で与えられる〟。い（以後，記  

号の整理のため坤）とおく）を利用する．初  

めに，坤）を用いて，式（2、1）から軌道坤）  

を求める．次に〟αいを用いて式（2．1）から  

得た軌道ヰ）が軌道坤）に近づくようにJα  

を構成する．具体的には，まず，制御区間  

レいr．】を有限個に任意分割し，  

J。＝J－くどコ＜…＜J椚＝f．とする．いま，区間  

レ。，′ノjにおいて最小伸相まっていると  

仮定する．ここにノ∈il，2，…，m－1‡．ヰノ匝  

〈ステップ2〉 式（2・1）から，∫′いを求め  

る，  

〈ステップ3〉 式（望・2）からJレ）を求め  

る．  

くステップ4〉 式（3－3）から叫廿上側を  

用いて〆いを求める．  

（ステップ 5〉 式（3・5）を満たす換作量  

r坤）を求める．  
くステップ 6〉 α＝1とする．  

くステップ 7〉 式（3・4）から求められる  

茹f＋】いを用いて，式（2・1）からヱ川を求め  

る．  

（ステップ 8）3．1節で与えた方法により  

品川い，言付いを用いて〟。届いを構成し，  

式（2・1）よりエ什l¢）を求める．  

J トα囚）を求め  〈ステップ 9〉 式（2・引から   

る．  

〈ステップ10〉もしヰα山）くノいなら  

ばα＝0．6αとして，ステップ7へ．それ以  

外はステップ11へ  

〈ステップ11〉 評価関数値が安定したら  

終了．それ以外は打f＋1＝灯，f＝f＋lと  

おき，ステップ4へ．  

〓  
■′   

で
 
 

上
 
 

J
 
 

h
 
 
r
 
 
 

r
■
 
 
 ∈
 
 

′
 
 

区
 
 

初期値として  

餌柚rいを与えたときの式（2．1）の解をそれ  

ぞれ∫．．仙∬r¢）とおく．このとき，区間  

′∈打′項こおける打αは次のように決める．   
すなわち，  

右折パー吋＋11  

叫ズr打■ト中＋t〕  

とおくとき，〟。帥ま，  

刷＝揺 （3・7）  

で与えられる．この考え方を終端時刻まで  

続けることにより，〟αいの構成が完了する．  

3．2 アルゴリズム   

3．1節の強変分構成法を基にしたアル  
ゴリズムを以下に示す．  

［強変分アルゴリズム］  

くステップ1〉 任意の許容操作量〟0いを  

定める．f＝0とする．  

4．数値計算例   
今回提案の強変分アルゴリズムは理論的  

な収束証明は与えられていない．したがっ  

て，本章では，最適制御問題の数値解法  
の分野でよく取りあげられるいくつかの例題  

を通して，本アルゴリズムの数値的な収束  

性を検証する．例題としては，操作量拘束  
条件のある場合とない場合を取りあげ，さら  
に拘束のある場合においては，凸性が保  
証されている場合と保証されていない場合  

についても考える．数値計算において，微  
分・積分計算は4次のルンゲ・クッタ・ギル  

法，シンプソン法をそれぞれ利用した．評  
価関数値の収束判定条件として  

仲＋tトJ州′ヰー〕≦5・Ox10‾5（4・1）  

を採用した．また，強変分構成のために用   
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【例鹿2】  

状態方程式．初期条件，評価関数は例  
題1と同じであるが，換作量拘束条件とし  

て‡司≦1が阜えられている場合妄考える．す  

なわち，凸性が保証される拘束条件の場  
合である．この場合，本アルゴリズムが有効  

であることをを示す．最初に与える換作主と  
して例題1と同じものを選び，制御区間の  

きざみ数を100とした，計算結果は，4回の  
繰り返しで評価関数値は98．74から42．81  

に収束した（Fig．4・4），例題1と異なり．  

強変分は一度もあらわれなかった．最適操  

作量と最適状態量をそれぞれFig．4・5と  
Fig．4・6に示す．  

いた制御区間［f。，りの分割数は，プログラ  

ムの簡単化のため，微分・横分計算の分  

割数と同じとした．  

［例題1］   

次式で与えられるRayleigb閉居を考え  
る4）．  

史ル）＝＃コい  

史州＝一ズ朋＋ト4－0．14甜転¢ト4瑚  
∫．（0）＝∫2（0）＝一5  

（4・2）  

Jい＝闘2（小瑚）桓  （4・3）  

初めに，操作量拘束条件が与えられてい  

ない場合を取りあげる．拘束条件がない場  

合は操作量の凸性が自然と保証されるた  

め，弱変分を用いた手法が適用可能であ  

る．摸索の強変分アルゴリズムは量子化操  

作主に対して開発されたものであるが，この  

場合にも適用可能であることを示す．最初  

に与える操作量として打0い＝－0．5を選び，  

制御区間匝．5】のきざみ数は500で計算  
した．その結果，評価関数値は9T．T4から  

29．29 へと15回の繰り返しで収束した．  

評価関数の変化をFig．4・1に，最適操作  

量，最適状態主についてはそれぞれ  

Fig．4・2，Fig．4・3に示す．興味深いのは，  

得られた最適操作量において，ある種のチ  

ャタリング現象があらわれていることである．  

なお，この現象は，収束判定条件の値を  

厳しくすることで回避することができる．  
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Fig．4・2 最適換作量（例糎1）  
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Fig．4・3 最適状態量（例購1）   Fig．4tl評価関数値（例題1）  
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［例鰻3］  

4次元システムのMayer形最適制御間  

廣を考える4）．  

抽）＝＝一－0．知1い＋5∫詭）  

抽）＝－叫い－0．5扉）川い  

抽）＝一0血∋い＋肋4（′）  

抽）＝一10抽ト0血ヰい十ヰ）  

抽）＝∫2帥＝∫3（0）＝∬4（0）＝10  

4  
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（4・4）  

（4・5）  

ここでは，操作皇拘束条件として離散値  
集合i－l，－0．5脚・5，1‡を考える・したがって  
量子化操作量の問題となる．この種の問  
題は，凸性が保証されておらず，弱変分を  
用いる手法で解こうとすると取り扱いが極め  

て難しい．本アルゴリズムを適用した結果  
は以下のとおりである．制御区間巨け2】を  
400等分し，最初に与える操作主として  
拍車0を選んだ・評価関数値は・41・4  

から1．005へと6回の繰り返しで収束した・  
このとき得られた最適操作量はパンパン解  

となった．拘束条件l打l≦1の下での最適解  

と同様な結果が得られた．評価関数の変  
化，最適操作量，最適状態量については  
Fi官．4・7，Fig・4・8，Fig・4・9に示す・  

1  2  3  4  5  

旺鵬bn島  

Fig．4・4評価関数値（例題2）  
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Fig．4・5最適操作量（例題2）  
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Figっ4■6最適状態量（例題2）  Fig．4・7評価関数値（例題3）   
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える換作量は，瑚）＝l．0を選び，制御区  
間h4】を皇00等分して，計算を実行した・  
評価関数値は83．49から1．324へ収束し，  
繰り返し数は3三回であった（Fig．4・10）．最  
適操作畳，最適状態量についてはそれぞ  

［例嘩4］  

3次元システムのBol拍形最適制御問題  
を考える2）．  

土山）＝∫2（り  

如）＝－0．加ユい－0．2Jj＋ヰ）  
抽）＝－0．7∫3（江川朋  

∫．（0）＝∫三（0）＝Jヨ（0）＝1・0  

（4・6）  

いるのがわかる．参考のため，この例題をD  
DPの強変分構成法を用いた方法で解い  

たが，きざみ数が10000でも評価関数値  
は2．058までしか下がらなかった．また，井  
前らの強変分アルゴリズムでは最適解を得  

るためにきざみ数8000を必要とした引．  

㈲＝妾∬子（4唖棚  （4・7）  

換作量拘束条件として換作量の値域が  

‡0，±0．5，±1．0，±2・0‡の離散値で与えられる  
量子化最適制御問題を考える．最初に与  
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Fig．4・10評価関数値（例題4）   
3＿5  ヰ  0 （】5 1 1．5  2  コ5  3  

Timo  

Fig．4・8最適操作畳（例題3）  

0．6  

04  

02   

0  

竜止2  

U皿ヰ  

．86  

．0．8  

－1  

5
 
 
 
8
 
 
 
5
 
 
 
0
 
 

竜
 
 

．
1
 
 
 
 
 
 
 
■
■
 
 

鵬
0
1
』
示
 
 

0  0．5 1 15  2  25  3  ユー5  4  
T血O  

Fig．4・11最適操作量（例題4）   T山鳩  

Fig．4・9最適状態量（例題3）  
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Fig．4・13 評価関数値（例題4．2）  耶g．4・1宜 最適状態皇（例題4）  

ところで．状態方程式，初期条件，操作  
土拘束条件は同じとし，評価関数（4・7）の  
終端状態に重み㌔が加わった場合を考え  

た．すなわち，  

瑚＝再轡帖榊（4・8）  

である．これは，終端状態をできる限り原点  
に近づけることを意味する．小ま外点ペナ  

ルティパラメータと呼ばれ，指＝10として計  

算した．最適制御問題の数値解法におい  
てペナルティ払を併用することがしばしば  

生じる．このような場合にも本アルゴリズム  
が有効であることを示す，きざみ数は同じく  
200 で，最初に入力する換作圭は  

瑚）＝－0．5を選んだ・計算の結果は，さ8  
回の繰り返しで評価関数値は14．26から  

1．78へ収束した（Fig．4・13）．この間題に  

対してもDDPの強変分を用いて解いたが，  

きざみ数を10000としても評価関数値は  
22．30より降下しなかった．また，井前らの  
アルゴリズムを適用しても成功しなかった．  

最適状態量をFi官．4・14に示す．終端状  
態がFig．4・1皇と比べて原点に近づいてい  

ることがわかる．  

0．5  1 1．5  2  2．ら  3  3．5  ヰ  

rrme 

Fig．4・14 最適状態量（例層4．2）  

5．コンテナ・クレーン制御  

本章では，現実的な最適制御問題として，  
コンテナ・クレーンの振れ止め制御射につい  

て考える．最適制御の数値解法の分野で  
は比較的高次元なシステムの例として取り  

あげられる制御閉居である．初めに，コンテ  

ナ■クレーンの全体図をFig．5・1に示す．  

β童TはJ2  

Fig．5・1コンテナ・クレーンの全体図  
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ところで．本論文では消費エネルギー節  

約の観点から，最小にすべき評価関数とし  

ては  

Jニf‡加卜榊＋頑舶）十顧）佃  

（5・7）  

を採用した．すなわち，できる限り少ない入  

力エネルギーのもと，制御区間【0，1】におい  

て荷の振れち，∫8を小さくする最適操作量  

を求める問題を意味する．さらに，操作量  

に関しては，現実的な観点から量子化操  

作量を採用した．実システムの制御におい  

ては，一般にディジタルコンピュータが重要  

な役割を果たす．その場合，DAコンバータ  

などにより，実システムへの入力信号は量  

子化されたものとなる．したがって，本間題  

を量子化換作圭のもとでの制御問題として  

とらえ，換作圭拘束条件として  

叫い∈ト2．帥，一2．52，一2．24，…，2．52，2．紬‡  

〟2い∈ト0．70，－0．紙用．56，・・・，0－6叩．叫  

（5・畠）  

の離散値の集合を考えた．  

以上の定式化のもと，最初に与える操作  

量を〟0い＝如】了＼きざみ数を500，収束  

判定条件を  

伸一＋リーJ州′J机≦5・0×10‾T  

（5・9）  

として計算を実行した．ところで，この計算  

においては次のような工夫をしている．すな  

わち，本アルゴリズムは，状態量拘束条件  

に射し直接的な取り扱いができないため，  

終端条件には外点ペナルティ法を，状態  

圭拘束条件には内点ペナルティ法を採用  

した．したがって，実際には次のような拡張  

評価関数ノのもと計算を行っている．  

J＝1‡（∬．（Jト1畔＋（J2い－14）コ＋ズ拍）  

＋（∫4い－2ザ＋∬沖）＋∫拍）‡   

十距帖拙）＋10師）＋舶  

芳”∫。（ただし曳．＝触。）はトロリの位置と速  

度，∫コ，方，（ただし土2三＝触5）はつり上げロー  

プの長さと巻き上げ速度，Jj，∫6（ただし  

士ココ如。）は荷の振れ角と角速度，㌫，ちは  

トロリ横行用及び荷の巻き上げ用の電動  

機のトルクを表す・J－，♂い古．，J2，β2，占ぃまそ  

れぞれ，トロリ横行用と巻き上げ用ドラムの  

慣性モーメント，回転角，半径を表し，  

鴨〟はトロリと荷の質量を表す．gを重力  

加速度とする．また，横行及び巻き上げの  

速度，電動機のトルクにはそれぞれ制約が  

あるでズ4，∬与，れ，ちを  

I∬4l≦∬。maX，ト5暑封5maX  

抑≦1max，田≦ちmax  
（5・1）  

を満足すると仮定する．このとき，コンテ  

ナ・クレーンに対し次のような関係式を得る．  

ただし，トルク耳，ちを  

姉  “＿ 占2伍＋鳩2g）  
（5・2）  叫＝  ㌻，以コ＝  2’n∃  

J．＋叫  Jコ＋九伍ココ   

と置き換え，換作量を〟＝（叫，輿）rで与える  
とする．  

状態方程式：  

抽）＝触4¢）  

土2析＝触5い  

ちい三触るい  （与・3）  

曳。い＝殖．い十17．265叫州  

ち恒＝触2い  

珊＝一…＋27・075鴎仲抱擁九州  

初期条件：  

坤）＝P，22，0，0，－1，0】才一  

終端条件：  

∫（1）＝匝14，0，2．5鼎叶  

（5・4）  

（5・缶）  

操作量，状態量拘束条件：  

1叫（fl≦2・邑3374，∀可叫  

－0．80鮎5≦〟三桁≦0．71265洋上∈匝】  

t抽1≦2・5，∀r∈匝】  

輌指1・0，∀河川  

1  1  

＋巧  
（5・6）  2・52一式〔り■12－ポ〔f〕  

（5・10）   
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ここに，申ま外点ペナルティパラメータ，ち  

は内点ペナルティパラメータである．パラメ  

ータの選定には試行錯誤により行い，rlを  

0．1から1．0へ，㌔を1・0から0・01へそれ  

ぞれ変化させた．この場合，れ＝0．1におい  

て巧を1・0から0・01へと変化させたのち，  

〔＝0．4においてもちを同様に変化させた・  

この手順をれ＝1．0になるまで繰り返した・  

その結果，430 回の繰り返しにより，評価  

関数値は511．243から5．028へ収束した  

（Fig．5・2）．こめとき得られたの最適換作  

量をFig．5・3に示す．  

なお，この間題に対しては量子化最適制  
御問題としての最適解は報告されていない．  
参考のため，操作量が連続値をとる場合  
の計算を実行した．378 回の繰り返しで  

評価関数値が4．425に収束した．量子化  
操作量のもとでの最適評価関数値に近い  
値を示しており，最適な量子化換作量が  
得られていると判断できる．この場合での  
最適換作量をFig．5・4に示す．また，最適  
状態量に関しては，量子化及び連続な操  
作量の場合を共にFig．5・5にそれぞれ示  

す．  

ところで，Fig．5・3とFig．5・4を比較する  
とき，連続値をとる最適換作量の場合は微  
妙な操作量変化が必要となるのに対し，量  
子化操作畳の場合は量子化された数値だ  
けに限定されており，比較的簡単な制御  
方式になっている点に注目されたい．なお，  
チャタリング現象をどう対処するかは今後の  

課題とする．  

棚
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Fig．か2 評価関数の変化  
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Fig．5・3 最適操作量（量子化換作量）  
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Fig．5・4 最適操作量（連続換作量）  
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とによってその有効性を確醸した．  
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