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1，はじめに  

トルクに制限がある場合の振り子の振り上げ運  

動について理論的および実験的に考察＝・（才）さ  

れている。そこでは、エネルギ繰回を用いること  

により、振り子を速度零で倒立点に到達させるト  

ルクの制御方式が示されている。   

本研究では、パラメータの異なる2つの振り子  

に同一トルクを作用させ、2つの振り子を同時に  

振り上げる制御方式を調べる辛がかりとLて試み  

たシミュレーションについて述べる。シミュレー  

ションでは、手動制御を使い加えるトルクは、絶  

対値一定で符号のみ異なるトルクと零の3通りと  

する。はじめ、鉛直線上に静止している振り子に  

トルクを作用させ振幅が単調に増加するようにす  

る。このとき短い振り子（固有円振動数の大きな  

振り子）が先に頂点を越えて一方的に回転する。  

この回転を防ぎ両方の振り子をほほ同時に倒立さ  

せるために、エネルギー線周から尊かれる制動ト  

ルクを使用する。エネルギー繰回を用いると一定  

値のトルクを加えた場合、振り子を頂点に静止可  

能か、またはトルク不足で静止不可能かを判定で  

きる。また振り子には、静かに頂点に振り上がっ  

て行く振り子に回転運動を抑制するトルクを加え  

ると、振り子は非常に長い時間をかけて頂点に到  

達する性質がある。すなわち頂点近くに長く留ま  

る。もし、2つの振り子に加えたトルクが、ひと  

つの振り子に対して頂点を適えて回転することを  

防ぐように働き、他方の振り子には頂点近くに長  

く留まるように働けば、2つの振り子がはほ同時  

に頂点に到達する、すなわち2つの振り子がほほ  

同時に振り上がる。  

2．モデルと基礎式  

Fig．1ModeL oE Pendulum   



Fig－1に示す2つの振り子のモデルにおいてそ  

れに対応する運動方程式は次式となる。  周智］2小c叫 （5）  

ち＝去ヰ警］ユ叶叫）】何  

と表される。それぞれ、右辺の第1項は、振り子  

の運動エネルギーに、右辺の第2項はポテンシャ  

ルエネルギーに対応している0横軸を角度、縦軸  

を年次元エネルギとLて且1，且2 をグラフに  

示Lたものをエネルギー線酔1Jと呼ぷ。   

また、振り子が削、角△β動く間に得るエネル  

ギーはトルクが振り子にLた仕事に等Lい。粘性  

減衰比 r を無視Lすると粘性減衰力によって散  

逸するエネルギーを考えなくても良くなる。加え  

るトルクを絶対値一定としたからエネルギー繰回  

上での全エネルギーは傾き一定の直線で示される。  

借・増＋相Sin町打  

ち ・叫gJ2Sin町  

ここで  

（1）  

（2）  

βい βヱ ：振り子の真下からの振り上げ角度   

rad   

：時間 s  

mい m2：振り子の質量 kg  

g  ：重力加速度 m・S－2  

1いl2：振り子の重心と回転軸中心間距離三 Ⅱ  

ⅠいⅠ2：振り子の慣性モーメント kg・皿2  

Cい C2：粘性減衰係数 N廿S  

T：振り子の回転軸に加わる加振トルク N・m  

式（1），（2）を無次元化して次式を得る。  

d2β．（T）．1デ叫（T）  
十Sinβ．（T）＝α （3）  

dT2  ■つ 加  

d2βヱ（可  警・叫  〔T）＝α（4）  
dTユ  

ただL  

甜ヱ＝，T叫2∈＝且エ＝α r         ’ 
叫山2J．  

γ  ＝β・里＝＝  
〃ち  

O  

Angle（rad）  

Fig・2Energy diagraLn  

fig・2に第一振り子をトルクαと－。を切り換え  

て振り上げたときのエネルギー変化の様子をエネ  

ルギー線E削二示す。0からaまでは。、aからb  

までは－α、bからcまではα、⊂から頂点まセ  

は一－αのトルクを作用させている。a、b点はポ  

テンシャル・エネルギー曲線上にあるから振り子  

は停止Lてからもどって行くことを示L、。点は  

トルクが切り換わっても引き続き同じ向きに運動  

することを示す0直線γlは点卜打．2）から傾   

ここで  

r：無次元時間  山：固有円振動数   

r：粘性減衰比 。：無次元加振トルク  

振り子のエネルギーは運動エネルギーとポテンシ  

ャル・エネルギーである。その和が全エネルギー  

となる。無次元化された第一、第二振り子の全エ  

ネルギー瑠1且2 は  

2  



きロで引いた視で、トルク。引乍用させて一打に  

もって行ける角度とエネルギーの関係を衷Lてい  

る。直線rlより上にある領域は、トルクα引乍用  

させても振り子が頂点卜汀）を越えて回転する。  

直線γ2についても同様である。  

γ．＝  α（βl＋ 汀）＋ 2 （7）  

γ2＝  －α（βl一 打）＋ 2  （呂）   

従って直線γい γzは絶対値の大きさαのト  

ルクで加振するとき、振り子が頂点を越えて回転  

を始めるエネルギー境界線を示し、全エネルギー  

がこの線に達したときトルクを切り換える。   

第二の振り子について式〔7），（8）に対応  

する境界線は、  

γ．＝  α（β2＋ 打）＋ 2〟Å（9〕  

yヱ＝一任（♂2一 打） ＋ 2片ユ（10）  

となる。  

振り子の全エネルギーがともに境界線の下にある  

範囲でのみ有効となる。   

加えるトルクの絶対値の大きさは数回の人力で  

短い振り子が撮り上がる程度のものとL、また振  

りの速さは、オペレータがディスプレーをみて十  

分ついてゆける範囲となるように振り子のパラメ  

ータを遠ぷ。  

一■こ ト 

Fig．3Realqti血e SimuLa亡Or   

シミュレーションでは下記のパラメータを用い  

た。  

3．手動制御装置   

para血eter   value   

亡〟   3．031   

β   2．344   

γ   1．07   

」て   1．50   

ユ   1、25   

使用したリアルタイムーシミュレータについて  

説明する。オペレーターが、パルスエンコーダに  

付いているレバーを動かすとその移動量に比例し  

た無次元トルクがパーソナルコンピュータ（P  

C）内で発生する。ここでは、振り上げトルクは  

耗対値一定で符号のみ異なるものと、零の3種類  

のみとLたから、PC内で発生したトルクをこの  

3種軌こ分ける。PCは、（3），（4）式を某  

時間で解きその結果をCRTにグラフィック表示  

する。オペレ一夕ーはCRTを見て、振り子の振  

幅が単調に増加して振り子が振り上がるようにレ  

バー操作を繰り返す。   

振り子が振り上がってくると全エネルギーはエ  

ネルギー境界線γlまたはy2にとどく。エネルギ  

ー境界線にとどいた後は、PCが判断して制動ト  

ルクを作用させる。従って全エネルギーが境界線  

上を動いている間は、オペレータの入力は無視さ  

れる。オペレータの入力した加桓トルクは二つの  

Tablel：Physicalparameter of model   

また、振り子運動の初期条件は、全てゼロとし  

トルクは  

α ＝ 0．4  （11）   

とした。さらに振り子が静かに頂点に到達した  

と認める範囲を以下のようにLた。  

【♂（T）一打l≦ 0．070 r8d   

または  

lβ（丁）＋汀】≦ 0．070 r∂d  

lβ（T）l≦ 0．052 rad膏ec  

（12）   

4．シミュレーション結果  

3  



はじめに、頂点から（14）式で示される加速度  

♂（T）＝ 0．052 rad克巳c （15）  

で二つの振り子が振り降りてくる梯子をFig．4に  

示し、Fig．5に同じ条件で振り降りてくる振り子  

にエネルギー式から判断Lた削勤トルクが作用L  

たときの様子を示す。  

10  

Time（sec）  
Fig・60peratorTs torqueinput  

5  

Time（SeC）  
10   

Fig．4 Free osci‖ation  

5  

Time（SeC）  

Fig.7 ActuaI torque input 

10  

5  

Time（sec）  
10   

Figr5Free oscilla［ionwith torque Ma  

Fig・4では第一振り子が3．32秒、第二振り子が  

3・63秒で頂点に到達し頂点を越えて回転している。  

Fig・5では第一振り子が頂点に到達する直前（3．31  

－3・34秒）に制動トルク「虻が働き頂点越えの回  

転を防ぎまた二つの振り子とも頂点付近に長く留  

まることを示している。頂点から戻ってきて再び  

逆方向から頂点に近づくときはさらに頂点付近に  

長く留まっている。   

次に逆位相で二つの振り子がほほ同時に振り上  

がる例を示す。  

5  

Time（去巳C）  

10  

Fig・8Si皿ula［ion（1）  

オペレータが加えた加振トルクをFig．6に示す。  

全エネルギーを計算Lそれが境界線に達Lたとき、：  

オペレータが加えた加撮トルクに換わり制動トル  

クが働くため実際にモデル作用Lた加撮トルクは  

Fig・7となる。3秒過ぎに第一振り子がエネルギ  

‾境界線γ．に達し制動トルクが作用L始める。オ  

ペレークは5秒の直前で加振をやめている。その  

後の加振トルクは境界線の判断からPCが判断L   

4  



て加法た制動トルクである。そLて、7．5秒直前  

に働いた微小時間の制動トルクが第一振り子を汀  

付近に第二振り子を一打付近に長く引き留めるた  

め二つの振り子が逆位相でほほ同時に静かに振り  

上がる。  
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5  

Time（SeC）  

Fig・9 Energy of pendulum  

10  Fig・11Energy diagraLn pendulu皿2  

Fig・11に第二振り子のエネルギー線屈を示す。  

Fi畠・6の加振トルクは、オペレータが実時間シミ  

ュレータを使い何度か試みて得られたもので、習  

熟が必要である。この他に第一振り子と第二振り  

子の位相がFig．8と反帥二なって振り上がる例を  

Fig・12に示す。数多くのシミュレーションを繰り  

返して得られた振り上りパターンは、ほとんどこ  

の2通りであった。   

Fig・10Energy diagra血pendulunl   

Fig＝9は全エネルギーの時間変化を示L、  

Fig・10は第一振り子のエネルギー挽回である。回  

申のa点は3砂過ぎにオペレータが加振を中断L  

たにもかかわらすPCが制動トルクαを加え始め  

た点である。その後、一打に到達L逆に振れて再  

びa点を通過Lr汀に到達後、6秒過ぎにある加振  

トルクゼロ間にポテンシャル・エネルギー曲線上  

を下降L、6秒過ぎに第二の振り子に働いた制動  

トルクで再び汀近くに引き上げらたことを示す。  

5  

Tirne（sec）  

10  

Fig・12 Simulatiort（2）  

Simulation（2）でオペレータが入力Lた加振ト  

ルクは、SimuLation（1）の記録を参考にして、最  

後の＋αの加撮時間を0．＿2秒短くLたものである  

が、PCが作る制動トルクが変わるために振り上  

げバターンが変わる。   

次に第一振り子と第二振り子が同じ位相で振り   

5  



上がる例を示す。  

5  

Time（sec）  

Fig・16EnergY Of pendulum  

10  

5   

Time（SeC）  

Fig．13 Si皿ulatiorl（3）  

10   

5  

Time（sec）  

10  

Fig・140perator’s torqueinput   

Fig・17Energydiagra皿pendulu血1  
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Fig．15Actualtorqueinpu亡   

これまで示した3つのタイプのシミュレーショ  

ンではオペレータが加振トルクの人力を止めた後  

に制動トルクが働き振り子を振り上げている。オ  

ペレータの加撮トルクの人力タイミングが移動し  

たため、あとで働く制動トルクによる振り上げが  

失敗することもある。このときオペレータがCR  

Fig・18EnergydiagrampenduLum2  二、   
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Tを見て失敗と予測しさらに加振トルクを入力す  

ることにより同時に振り上げることができるかど  

うかを調べた。CRTに制動トルクが働いている  

とき振り子の色が変わるようにすると、制動トル  

クの働きでの振り上げが失敗Lたことがわかる。  

その直後にオペレーターが加振トルクを加える方  

法をで調べた。その結果、頂点から遠ざかる二つ  

の振り子をともに頂点に近づけることはできなか  

った。なぜならPCの判断で制動トルクの働きを  

止めたときは、少なくともひとつの振り子は頂点  

から大きく離れて、全エネルギーが減少する方向  

に運動を始めていて、加えたトルクが一方の振り  

子に対して頂点近くに留まるように作用L、他方  

には頂点を越えて回転することを防ぐように働く  

ことが無いからである。  

5．結言   

片方の振り子が振り上がるまではオペレータの  

判断で加振トルクを加え、その後はPCが振り子  

のエネルギーから判断Lてトルクを加える手動制  

御による実時間シミュレーションを使い、ほほ同  

じタイミングで二つの振り子が振り上がることが  

示さ九た。オペレータが人力したトルクと、実際  

に作用したトルクが異なるため、簡単に加振方法  

を解析できない。しかし、制動トルクを働かせる  

タイミングの判定にエネルギー線図が有効である  

ことが示された。  
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