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1． はじめに   的背景が弱く．得られている成果に比べて主張が  

過大であるとの批判もあが）．   

著者らは，離散値系および連耗億系のリカレ  

ントネットワークにおいて，ネットワークダイナ  

ミクスを制御するための新たなパラメータを提案  

し3－8），これを用いて「カオスの辺繚」の特徴的  

性質を利用したステム同定問題および未知システ  

ムの時系列推定問題への応用を試みてきた．とく  

に，システム制御分野への応用を目指して，複雑  

系の研究で主流となっている離散値系モデルを拡  

張Lて，リカレントニューラルネットワーク（以  

下，RNⅣと記す）を用い，ダイナミクスの複雑  

さと要素ニューロン聞の梱互作用の強さなどの関  

係を調べることにより，連続値系に掛ナる「カオ  

スの辺庫」の性質を明らかにLた4†9）．Lかし，統  

計的な関係を用いたパラメータ改変長の定量化に  

人工生命を含めた複雑系（複雑適応弟）の研究  

がブームともVlえるほど活発になり，また注目さ  

九たのは，複雑な現象すべてに共通する統一理論  

町構築が可能であるという希望的予測によるとこ  

ろが大きい6）．この統一理論はまだ確立されてい  

ないが．もし確立きれるとすればその横となりう  

る幾つかの重要な概念は提案されており，その一  

つが「カオスの辺縁」（または「カオスの緑」，tlle  

edgeof亡ha可である1叶   

「カオスの辺線」は，複雑系の定義の一つであ  

り，そこでは「計算客室が儒大イヒする」ことを筆  

酎こ，「生物進化の原動力の一つである」丁）という  

スケールの大きな主張まで．さまぎまな特徴的性  

質が報告きれている．Lかし．現象論的な側面が  

注目きれる一方で．そのメカニズムに関する理論  
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ここで，∬トざf，釦はニューロンiの状乱入力，出  

力で．肌叫，恥糾ま，そ九ぞれ要素軌要素J  

との結合重み係数．写像関数の傾き．および開催  

である．  

剛附  

Fig．1 FullyconnectedrecurrenLneuralnetworkB  

関して成功したものが）．これらの試みも現象面  

での有効性はシミュレーション等で確認できたが，  

何故有効なのかという理論的考察が十分ではなく．  

他の複雑系の研究と同じ問題を抱えている．   

本稿では，「何故カオスの辺繰が有効なのか？」  

という基本的な疑問に対する新たな知見が得られ  

たので報告する．また．これに基づいて改良した  

RⅣNの新たな学習法を捷案する．はじめに，学  

習対象とRNⅣのダイナミクスの複雑きの関係を  

基に，「カオスの辺庵」における学習能力の最大化  

の理由について理論的に考察し，これに基づくよ  

り効率的な学習法の観念を掟示する．また，撞実  

学習法を実現するためのRNNのリアプノブ指数  

の計算式を導出し．具体的な学習法を示す．  

2．ユ カオスの辺操と学習能力  

ここでは．n暗常微分方程式  

帥）＝J（訂（り），  

抑）＝［封．（抹y2帆…，封n（f）】T，  

f匝）＝ 肌h），ム（れ…，ん（封）】r，  

り）  

のアトラクタをサンプリング周期A七でサンプリン  

グLた時系抽出），王府＋Aり，抽＋2△f），…をRⅣⅣ  

に学習きせることを考える．ただL．サンプリン  

グ周期Afは，アトラクタの周期（ストレンジアト  

ラクタの場合は概周期）よりも十分短いとし，簡  

単のため（1）～〔3）のRⅣNの時間発展間隔と等し  

い（△土＝11とする．   

川式のアトラクタの複雑さは，（i）定点アトラ  

クタ，（ii）周期アトラクタ，（iii）トーラス．（iv）ス  

トレンジアトラクタ（カオス）の4通りに大別で  

きる．この分額は，リアプノブスペクトル†を用い  

て定量化できる・たとえばm＝3の場合1），（i）定  

点アトラクタは，リアプノフスペクトルの符号が  

すべて黄ト，－，－〕になり，（ii）周期アトラクタの  

場合は伸一．－）となる．（iii）トーラス（この坦合  

2．リカレントニューラルネットワ  

ークのダイナミクス   

2．1 RⅣNモデル  

システムの振舞いの複雑さは，システムを構  

成する各要菓の振磨いの複雑さのみではなく，要  

素間の相互作用にも依存する可との立場から，本  

研究では様々な相互作用（多様な複雑きのダイナ  

ミクス）を表現できるモデルとして，各ニューロ  

ンの写像関数がシデモイド関数で，次式で時間発  

展してゆくFig．1に示すような結合トポロジー制  

限のないリカレントニューラルネットワークを考  

†n次元のアトラクタには，几個のリ7ナノ7指数〔3．2．1  
を春風）が存在し．大きい頼に並べたリアナノ7指数の組  
（入1．1打・・．ユ。）をり丁ナノ7スペグ＝川という．な軌上  
記の分類のうち．（叫のカオスとその他を区別ナるだけなら一  
正大リアナノ7指数入1のみで可能である．すなわち．ユl＞0  
がカオスで．そうでなけれはカオスではない．また，未知シ  
ステムからの時系列であってもリアナノブスベクトルが計♯  

可能である15）．   
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を意味すか）．Lたがって．円く〃の場合．対象ア  

トラクタとmNのリアプノブスペクトルはその  

要素数が異なるが，アトラクタのリアプノフ次元  

を仇とし，βをβ一1くβェ≦βを満たす整数  

として，RⅣNの第β番までのリアプノブスペク  

トルが対象アトラクタのスペクトルと一致Lてい  

る場合は，効果的に学習できることが分かる．同  

様に，n＞〃であってもクエ≦〃であれば学習で  

きる可能性がある．いずれの場合も，ユー＝0は必  

要条件となり，「カオスの辺庵」が学習に有効であ  

ることが分かる．   

なお，学習対象が未知システムの場合は観測  

できるのが虹次元アトラクタではなく．その一部  

（例えば．封l（り，yl（1＋1），・‥）に限定される場合が  

多いが，埋め込み理論叫により．氾次元アトラク  

タを再現できることを考えると．この場合も学習  

に必要なリアプノ7スペクトルの条件は同様であ  

る．また，学習対象がれ－1階の差牙方程式の場  

合も，学習時系列が托階常微分方程式のポアンカ  

レ写像1）となる場合は．同様な議論ができる．  

2一トーラス）では，（0，0，－）となり，（iv）カオスで  

は，（＋几－）となる．ここで．定点アトラクタ以  

外はいずれも軌道の進布方向のリアプノブ指数が  

0であることを注意しておきたい．   

はじめに円＝〃の場合について考えるとナRNN  

に定点を除くアトラクタを学習きせるためには，  

RNNの時間発展方向（坤＋1ト叫）方向）の軌  

道の平均拡大率（以下，この方向のリアプノフ指  

数を入tと書く）を0にする．すなわち「カオスの班  

繰」にすると効果的であることが分かる†．もちろ  

ん，対象となるアトラクタと軋NNのリアプノブ  

スペクトルが一致することも必要であるが，定点  

を除くすべての対象に対してユー＝0は必要条件で  

ある．なお，リアプノフ指数は，ある方向の拡大  

宰の時間平均を意味するから，リアプノフスペク  

トルの一致はアトラクタを学習するための必要条  

件であって，必要十分条件ではない．これは，ス  

ペクトルだけではなく，各リアプノブ指数の拡大  

方向が一致している場合でも同様である．   

つぎに．円く〃の場合－を考察するため，リア  

プノブ次元を考える．リアプノブ次元は，リアプ  

ノブ指数を用いて以下のように定義され，アトラ  

クタを表現するために必要な次元数（非整数）を  

表す．∑；＝1ユ鳥≧0となる最大の王をJとすると．  

リアプノブ次元ロムは，  

3．提案学習法  

ここでは，前節で町講諭を踏まえて著者らがこ  

れまでに提案した学習法の問題点を指摘L，それ  

を改善Lた学習法を提案する．   

3．1学習法の概念  

1節で述べたように，従来の「カオスの辺緑」  

の性質を利用した学習法は．「カオスの辺緑にネッ  

トワークダイナミクスを保つと，他の複雑きのダ  

イナミクスをもつRⅣNよりも学習に成功する可  

能性が高い8）」という，現象論的な有効性をその  

根拠としていた4沃9）．   

また．「カオスの辺繰」ではFig．2に示すよう  

に，1時刻前の状態との相互情報量〟Jが高くなる  

と同時に，〟Jが高いものから低いものまでさま  

賦＋妾缶  （可  

となる．すなわち．j次元の体凍薫までは拡大す  

るが，j＋1次元の体積素は縮むからこれ以降の  

息＝J＋2，ゴ十3，‥・，mに対応する方向は完全に潰  

れてしまうと考え，このアトラクタを収めるには  

J次元と若干の広がりで十分であると考えること  

I定点だけl土1t＝8では軋ⅣNのダイナミクスが複雑遇ぎ  
てうまく学習できないことが予想きれるが．定点せ学管する  
間糧に鳳ⅣⅣせ用いる場合は少ないと考えら九る．   

■楷甘塑ニューラルネットワーク（以下，FⅣⅣと略ナ）の  
井線形写鑑能力は，中間層ニューロンの教書十分多くナるこ  
とに上り保証きれていることを考慮すると，n≧〃では十分  
な写像能力が得ち九ない場合が多いので．几くⅣの場合せ考  
えるのが一般的である．  
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ぎまなダイナミクスを表現可能であること，さら  

に「カオスの辺緑」に保つことによりパラメータ  

の勝夫な探索空間を効率的に絞り込めるため，効  

率良く学習できるという意味づけをしていた．こ  

れらの考察はカオスの辺縁の「有効性」の一つ側  

面を明らかにしているが．前節で得られた「カオ  

スの辺緑は必要条件でぁる」とVlう結果は，より  

理論的な根拠を与える新しい知見である．   

リアプノフスペクトルを完全に一致きせるに  

は，批が大きくなると計算呈も勝夫になることを  

考慮Lて，本稿で提案する手法では．最大リアプ  

ノブ指数ユ1と進行方向のリアプノフ指数ユtのみを  

一致させることを日棟とする．すなわち．学習対  

象の最大リアプノブ指数を吋ブとおくと∴RⅣNの  

リアプノ7指数を11＝ユ㍗ゴ．ユー＝0（カオスの辺  

繰）とするように，ネットワークパラメータ叫，β‘  

を改変する．   

ところで，従来手法においては．最大リアプノ  

ブ指数を11～0としていたが，前節の必要条件は  

ユー＝0である．したがって，従来手法で効率的な  

学習をするためには．11～ユtとなっていなければ  

ならない．一般には．もちろんユ1≠ユーであるが．  

Ⅳが大きいRⅣⅣの場合は．Fig．別二示すように  

ほほユ1～ユーとみなせることが分かる．   

3．2 捷羊学習法  

ここでは．ユ1＝吋j．ユt＝0とするためのパラ  

メータの改変壬を求め，具体的な学習法を提案す  

凸  0．恥 ○止1 【l．015 0山王 D．但5 0．0コ 0．止王5 0．【l■ 8＿（H5 0＿OS  

示■  

Fig．3 ユ1andユー  

る．はじめに．次の2つの誤差を定義する．  

亡1＝ （Al－ユ7り〕2， （6）  

et＝甘  
（7）  

また，学習時系列の個数をrとおき，通常の学習  

誤差をe。＝∑た．（糾一州）望／2として，抵誤差  

を亡＝e（e。，亡1，巧）とする．以下では，簡単のため  

亡＝巳。十el＋亡コとし，亡を減少きせるための叫  

の改変量A叫†は．－7＞0とLて次式で求める．  

∂e  

‾り百石，  

－り（缶  

…1－糟＋ 
記培〕・（8）  

At旬  

缶は・従来のRNⅣの学習法13・1叫によって  

計算できるから・ユ1，入‘および哉，乾が分かれば  

A叫を計算できる・以下順番にその計算法を示す■  

3．2．1リアナノフ指数ユの計算  

n階差分方程式叫＋1）＝ア拍車〕）の第fリア  

プノフ指数吊土，次式で計算される1古）．  

川  （9）  

lll上〔r  入‘＝log  
lli上（0川  

†♂Jの改変tは省略ナるが，同掛こ求められる．   

－4－  



ただし，■上（0）は．正（0）を中心とした無限小の¶  

次元球体の直径ベクトル，豆〔r）は，その球をT  

回遷移させた時に得られる諾（T）を中心とLた楕円  

件のi番目に大きな主軸ベクトルである．項）にお  

けるヤコピ行列をβア（叫〕）とおくと，アトラク  

タ近傍で線形化して，‘叫＋1）＝仇町坤））‘上（f）  

となるから，  

場合には，以下の近似が成り立つ．  

t叫）巴坤＋1）一項）．   

したがゥて，その大きさり項）は．  

（16）  

互（り巴   

であるから，んは〔9）式より，次式で計算される．   

ん＝蛇妄旨og［  
】l皿町叫朋豆（f  

ト0）  
Åt＝把テlog 

・  

3・2・2 一鋸／∂叫の計算  

T▼ロ 

L ll沌（引l   
（柑〕   

ここで・計算が発散しなVlように．豆（f＋1）を正  

規化して  

以下では，式の繁雑きを避けるため1上（f）を単  

に叫）と書く．（12）より，  

占I上（土＋1）＝  
（11〕  ）
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 とお〈と．最大リアプノフ指数を求める場合には，  

占1上（0）は任意方向のn次元ベクトルで良い15拍ゝ  

ら，1坤）＝】】1叫川と書くと，次式が得られる．   

ユ1＝虹logl叫  
壬＝D  

（12）   

（1卜（3）のRⅣⅣの場合，ヤコピ行列の（り）  

要素且特車申））は．次式で表される，  

印刷））＝叩（＝珊一項＋1＝13）  

Lたがって・1叫）＝【1ェ1帆1上2帆・・・，1上〃（仰  

の黄葉は，次式で表される．  

1呈∂lo苫上（f）  

ノiミミ：妄∑  
1＝0  

∂叫，  

惣読翳  
（15）式より，  

∂エ（t）  

一誌蓋叫）署 （20）  ∂Ⅷ   

（14）式より，A托をクロネッカーのデルタとLて  

∂端（け1）ざ  ∂上土（り  

∂l瑚   
∑wh比m（り        ⊥J W斤一丁l】▲‘l∫1ヽ‾ノ  

∂叫 m＝1  

＋品再＋1）【A托叫（f）十  

〃  

明m  り  
如上m〔  

l上潮＝三先（丹1）∑叫占1上川〕，（14）  飢叫  
j＝1  

ただし・占1叫）＝【占1ム1帆占1ェ2（札…，占1ェⅣ（f肝  

とし・苫（t）＝瑚）（1－ヱi（f））である．よって，  

ここで，   

＝（1一瑚 （叫  

であり．∂勘（f）／∂叫は．従来の軋NⅣの学習アル  

ゴリズム13・1川）により計算できる．また，  

1上（り＝  

であるから，‖1ェ（0）‖＝1となる任意のn次  

元ベクトルを準備すれば，最大リアプノブ指数は，  

RⅣⅣの学習区間の状腰時系列可0），可1），…，尤（r）  

と結合係数叫により計算できる．   

つぎに1tは，時間的進行方向の拡大率であるか  

ら，2．2で述べたサンプリング間隔が十別こ小さい  

∂比m（t）  1  ∂上m（ト1）  
上¢一1）  

■  

∂叫   上叩－1）   β叫ブ  

∂エ（t－1）  

叫－1）〕（23）  ∂叫  

である・比m（0）は，叫に関係なく決定できるから，  

∂化m（0）／∂鞘＝0とおくと，（叫より∂紙上（1）／紬fJ  

－5「   



が求まり．（20）式より批（1）／∂叫が計算できる・こ  

れより，（23）式を用いて∂兄爪（1）／∂叫が計算でき  

るから，以下同様に∂叫）／∂叫が計算でき，錮1／飢叫  

が求まる．   

つぎに．∂1イ∂叫を求める．（18）式より，  
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15）A・Wolf．J－t3－Swi軋fI・L－Swin）leyarnd］－A・Va・S－  

t且nO：DeteTmLnlnE Lyap11hOV Exponents hom且   

timeserie5．Phy由c孔，川D，285／315〔19叫   
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∂A一  1  
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百石テ  

1 ∂t上（r）  

t叫r）∂叫j   

）   

1∂t上（8   

t上伸 ∂叫  

（17）式より，  

∂り′（り  

であるから，同様に∂現（電）／∂叫を従来の学習法を  

用いて求めることにより，鋸上／∂叫を計算できる．  

4． 虫わりに   

本稿では，「カオスの辺庵が何故RⅣNの学習  

に有効なのか」とVlう基本的な疑問に対して，常  

微分方程式のアトラクタの学習においては，「カオ  

スの辺禄は必要条件である」という理論的な根拠  

を与えた．また，この理論を背景として，従来の  

「カオスの辺繰」の性質を利用する学習法を改善  

したアルゴリズムを提案Lた．提案アルゴリズム  

の計算量的評価，およぴその収束速度などの評価  

は今後の課題である．  
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