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1． はじめに  

制御系の設計を行う場合、目標入力への追従性  

を良くLたり外乱の影響を受け難くするためには  

性感鹿にする必要がある。また、制御器を設計す  

る際には制御対象のモデルを基に行うが、実際の  

制御対象とモデルの間には誤差が生じることは避  

けられず、モデル誤差があっても制御系を安定に  

するためにはロバスト安定を考える必要がある。  

LかL、感度と相補感度の間にはトレードオフが  

存在L、双方を同時に小さくすることはできない。  

そこで、感度関配相補感度関数を即占）、r（占）と  

し、それぞれに適当な重み関数l梅（れl町（可を  

導入L、  

冊晦（ぷ）利可‖00＜1，llⅣr〔眉）r（β川00＜1（1〕   

を同時に満たす制御器を求める問題が検討されて  

きた。この間電を「2－ディスク混合感度問題」と  

いう。   

2・ディスク混合感度問題は現時点で解析的に解  

けないので、その十分条件である「1－ディスク混  

合感度問題」、すなわち  

（2）  

のように合成L、ガ印刷御で解く方法が与えられ  

ている。しかL、1－デイ．スク混合感度問題は十分  

条件であるため、ガ此剛軸で解けないt梅（占）に対  

しても、2－ディスク問題としてなら解くことが出  

来る、すなわち、1－ディスク問題で解ける感度より  

もさらに低感度にできる可能性が残されている。  

したがって、ロバスト安定を満たす範囲でより低  

感度な制御系を得るために、2－ディスク混合感度  

問題の解法の検討が必要である。1）   

ところで、一般に多変数系と呼ばれるシステム  

のうち、入力の数よりも出力の数の方が多いとき  

にはロバスト安定を出力側で考えなくてはならな  

いが、出力側感度関数島（β）が和島）≧1となり軌  

御性能の良い制御器を設計できない。そこで、近  

似的に制御対象の入力側で2－ディスク、あるいは  

1・ディスク混合感眉問題を設計すると、‰非標準  

問題となってLまい、標準形で解くことができな  

－1－   



2．1 ロバスト安定  

Fig．1で制御対象が以下のように変動したとす  

る。  

Gp（β）＝け＋A〔可）C（占）  （7）  

恥（可はモデル誤差△〔β）を含む実際の制御対象で  

あり、仁（β＝ま公称数式モデルで可制御、可観測と  

する。2）また、嘩），Cp〔占）の不安定庵の数は変わ  

らないものとする。   

このとき、△（占＝こ対して重み関数lV㌔（占）を決  

めるとき、最大特異値を房で表して  

百（△（j亡ノ）〕くIl町（juM，   軋≧0 何   

を満たすような△（占〕に対Lてフィードバック系が  

安定となる必要十分条件は  

Ilt竹－㌔ll∞く1  （9）   

を満たすことであり、このとき制御系はロバスト  

安定であるという。   

2．2 低感度化  

Fig．1の系について外乱屯が出力甘に及ほす影  

響をできるだけ小さくしたいと考えるとき、この  

制御問題はd。から訂への伝達関数を感度関数を式  

（5）と定義し、適当な重み関数l帖。を選び、  

百岬。（j可）くl仲盲（ル）l‾1，∀山≧0 （叫   

とする制御閉篭として定式化される。上武は以下  

の月忘ノルムの評価に変換できる。  

くなってLまう。このように、従来の2－ディスク  

では対処できない問題が生じるようになったため、  

制御系の評価式を一つ増やした「3－ディスク混合  

感度聞邁」を考えることによって、これらの問題  

を解決Lようと考えた。   

本研究では入力数より出力数が多い草入出力  

系について、入力例の感度関数且（β）を用いてこ  

れを性感度化し、人力側相補感度関数苅〔β）でロ  

バスト安定性を近似的に見稽もり、出力例の相補  

感度関数㌔（β）で正確にチ丁・ツタする「3・デイスタ  

混合感度問題」を考える。この間題の可能性を検  

討L、解の候補とLてオブザーパを用いての状態  

フィードバックと、自由パラメータqを使って制  

御系を考える。そして可能性の条件を基に㌻デイ  

スタ混合感度問題の解法を与え、制御系設計のア  

ルゴリズムを考えることとし、本法の応何として  

倒立振子を示し、その有効性を示すものとする。  

2．問題設定  

Fig・1を考える。  

Fig．1等価制御系  

Fig・1を用いて入力例の感度関数且（βト相補感  

度間数彗（8）と出力側の感度関数島（占）、相補感度  

関数㌔（占）を算出すると、以下のようになる。  

】ll帖且Il∞く1  （11）  

2．3 3－ディスク混合感度問題  

先にも説明した通り、多変数系で入力の数よ  

りも出力の数のほうが多いときは、ロバスト安定  

を出力側で考えなくてはならず、出力倒感度閑散  

∫。（β）が庁（β。（j山））＜1とならない。これは、以下  

の説明による。   

出力側感度関数を式（5）のようにすると、島（占）  

の最大特異値は  

古（島（ル））＝ 可（J＋C〔ル）C（j山））‾1）  

＝ 旦（（J＋G（J山）C（j山）））〔12）  

帥）＝＝ロ＝（∫・C（榔））－1（3）  

墨（占〕＝ け＋C（占）G（瑚‾1c（占）C〔β）（4）  

瑚＝＝（∫＋岬（軒l （5）  

㌔〔占）＝（J＋仁（β）C（珊‾1〔串）C（β）  

＝ G（占）（J＋C（古）C（古））‾1c（β）（8）  
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3．制御系の構成  

比下に削御系を構成する。3）  

となる。感度関数島（吉）の固有値を計算してみる。  

det（入J一丁一口C）   

この式で、入＝1に対して  

（13）  

det（入J－ト－G℃）＝0  （14）   

となり、固有値入＝1を持つことになる。よって、  

行列Aの固有値の大きさとAの最大特異値古（A）、  

および最小特異値旦（A）の間には  

旦（A）≦l入（A）l≦古〔A）   （15）   

の関係があるので式（12）から  

Fig．2 制御系  

ここでG（β）は制御対象の公称数式モデルで、  

その状態方程式は  

古（ざ。（j山））≧1  （16）  

となってLまうのである。   

これは感度関数が縦長になってしまうことに  

起因Lており、Lたがって制御性能の良いコント  

ローラができなくなる。それにより、人力側で感  

度関数且（可を考え、重み関数什盲（占）によって低  

感度化できるようにする。   

また入力例、出力側の相補感度関数℃（占），㌔（苫〕  

については、それぞれの∞ノルムは式（4）、（6）に  

より  

隅（削00引IGll00li（りe仁）‾1cl【加 （17）   

ll㌔（酬出≦llG‖∞‡l（J十CG）‾1〔Tl】00 （18）   

と最大値は等Lくなるが、そこまでの大きさが不  

明であることから、双方の人きさの関係をチェッ  

クするとtlうことにする。   

よって、本研究での「3－ディスク混合層眉間題」  

は、入力例で2－ディスク混合感度問題を考え、出  

力側でロバスト安定性をチェックするものとする。  

評価式は、以下とする。  

坤り ＝＝ A拍）＋飢相  

即（り ＝ C二r（f）  

（22）  

である。ただし、訂は状態変数、伽は操作量、訂は  

制御量を表し、ご∈且¶，u∈Rm，封∈Rr，r≧m  

で、（4月）は可制御、〔4C）は可観測とする。ダ  

は状態フィードバック係数でA一β∫を安定にす  

るものとし、オブザーバを国中の点線枠内で示し  

∬はオブザーバゲインでA一打Cを安定にするも  

のとする。qは安定な自由パラメータである。   

Fig．2の制御系をFig．1の等価系で示すと、制御  

対象仁（占）とコントローラC（β〕は以下となる。   

G（卓）＝ C（占トA〕‾1月  （23）  

C（占）＝IJ＋（ダー即）（βトA＋打C）‾1卑】‾1   

・【q＋（ダーqC）（乱r－A＋∬C）‾1叫 （24）  

また、坑（拓苅〔占），㌔（占）は、以下のようになる。  

【f＋ダ（5トA）‾1呵‾1  

［∫＋げ－qC）（占トA＋打C）‾1月】（25）  

［√＋嘩トA）‾1月】‾1・【F（古トA）‾1月  ll即昭Ij00く1  

11彗Ⅵ与l長く1  

1l什ゝ㌔lはく1  

－ げ一QC）（きトA＋∬C〕‾1月】  

＝［丁＋ダ（占トA）‾1β】‾1  

［ダ（βトA＋∬C〕‾1∬C（8トA）‾1月  

＋ qC〔βトA＋∬C）‾1月】  （26）  

e（βトA＋即）‾1月  

［q＋（ダーqq〔占トA＋∬ロ）‾1呵＝即）   

Tも（占1  
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4．設計法   

4．1設計準備  

制御対象の状態方程式（22〕において、A（陀X可、  

月〔mxm）、C（rxm）でm≦r、（A，β）は可制御、  

〔C，A）は可観潮である。   

β行列を1列ごとに分割する。  

n＝血融抽1…αm〃爪］  （40）  

とする。4）このときA＿囲＋cが虚軸上に固有値  

を持たないとすると、リッカチ方程式  

P（A一中◎＋c）T＋（A一中串＋ビ）ク  

ーPCT（串＋）rr粕＋cj〕＝ 0〔41）   

は安定化解P＝Pr≧0を持つ。これに対し  

β＝【bl…占m】  

このとき  

CAj‾1占i＝  0，j＝1，2，‥リノi－1   

CA叫‾1 
占‘≠ 0   

とすると、式（29）を集めた行列を  

（2即  

中缶＋＋PCT咋＋〕Tr軸＋ （42）  

口中＋  （43）  

とすると、  

仇C（如し一月十打C）‾1ぉ＝L柚）A（占）（44）   

が成り立つ。古）ただL  

（2g）  

申＝【CA叫‾1bli＝CA〟m‾1 
h】  （30）  

r皿柚＝†几（列フルランク）  （31）   

とする。また缶の疑似逆行列を以下とする。  

坑〔β）＝ トロ缶＋c（占トA＋打印‾l  

■ P亡JT坤＋）Tr】   （45）   

α叫  
A（占）＝血相   

である。   

中＋＝〔軒中）‾1缶T  （32）  占叫＋αが叫－1十・・・ ＋叫レl  

設計仕様は以下の式を満足することである。  

入力例感度   fl即侮帖＜1（33）   

人力側相補感度：ll印輯帖く1（34）   

出力倒相補感度：肝町㌔ll聞＜1（35）   

式中で使われている重み関数は以下とする。  

4．2 制御対象が安定なとき  

「定理1」   

捕題より、以下の町qを決定する。  

中缶＋＋PCr岬＋）Tn2か  

町1（0悼α  

n缶十  

＜1：0≦山く山T  

＝1：山＝山ケ  

＞1：山：＞h叶  

世ケ（j可l  （36〕  

これらに村し式（33）、（3弟、（35）が成り立てば  

3－ディスク混合感度問題の解がある。   

制御対象が安走であるので、状態フィードバッ  

ク係数はF＝0とできる。このとき式（33）、（叫、  

（35）は  

Il［ト町1（0〕坑（可Ak‖t梅〔捌00＜1〔50）  

耶（占）＝些          古  

山gく山r  

（37）  

「輔題」   

占叫＋叫1占叫－1 ＋・・・＋叫＝  
叫机  

＜1〔51）  
（㌔＋2亡um占＋山王）号  巧＝偶数  占叫＋叫1β叫－1＋・・十叫叫  

Ill町（8）C（βトA）‾1βq   

ヽ Tl′ ■  

（ざヱ＋2師山王）半（仙n）叫：妄姦 
（38）  

・【トビ（βトA＋∬C）‾1jr］帖＜1（52）   

となる。これを満たすように設計する。   

中＝【A叫占1＋叫1A叫‾1bl＋‥・＋叫．′1占1…   

A〃mむm＋凸mlAPm‾1古m十…・十凸mpmbm］（39）  
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＝設計）   

Sモモp・1＝制御対象より重み関数Ⅵ存〔可、設計仕様より  

勒〔占）を決定し、l町（古）の0［dB】との交差  

角周波数吋を算出する。   

凱ep・2；式（38）で〔＝1／v乍，山m＝叫とおき、Fig．2  

の制御系を構成し設計を行う。   

Step．3式（51）が満たされるかどうかを調べる。こ  

のとき式（51）が満たされなければ満たすと  

ころまで山mを小さくして計算をし直す。   

Step．4：式（51）が満たきれれば、この山≠に対して式  

（占0）が満たきれるかを調べる。このとき式  

〔50）が満たされなければ解はない。   

Step・5＝式〔50）が満たされ式〔51）が満たされなけれ  

ば、Umを少L小さくしてStep．4から計算を  

行う。   

（設計）   

A一月ダの固有値を安定にする状態フィードバッ  

ク係数fせ  

1IFiltooo 

のようにしたい。Il刷が十分0に近ければ、  

（59）  

l圧J＋∫（βトA）‾1β］‾1【F（βトA＋∬C）‾1打  

C（βトA）‾1月＋吼苗（虐）A（珊l叫l00  

巴＝払拭〔β）几（小町Il叩→0  （60）   

となりAで調整できる。すなわち、式（48）により  

山几の設定によって調整が可能となる。それには  

［J＋∫（占トA）‾1可‾1  

l占J－Al  
両肘＋円βトA）‾1即  

lβJA＋月旦■  

より   

l占J－Al  
＝1  

l占丁－A＋βFl   

にすることを考え、∫を以下を満たすように選ぶ。  4．8 制御対象が不安定なとき   

「定理3」  

A一月ダを安定にする状態フィードバック係数   

をダとする。このとき、  

∬ ＝ 帥＋＋アピア（申＋円粕＋  〔53）   

仇 ＝【∫＋F〔占トA＋打C）‾1月］A▲1（古）町1（瑚8＝0  

＝tJ＋ダトA＋∬C）‾1月】A‾1（0）町1〔0）（54）   

Q ＝ 仇吼  （55）  

に対L式（33）、〔叫、（35）が成り立てば3－ディスク   

混合感度問題の解がある。式（3恥（3叫（35）は   

肘＋F（βトA）Tl月】‾1［J＋円占∫－A＋∬C）‾1β  

一仇坑（β）A（占）］I晦Il00＜1（56）  

Re【入（A）】くO  

Re【ユ（A）】＞O  

Re【入〔A）】＝0  

（uく∈くく1）  

（61）  

Å（A〕  

一亡＋jIm【ユ（A）】   

一亡＋入（A）  

Å（A一且円＝  

Step．1王制御対象より重み関数l町〔占）、設計仕様より  

I侮（可を決定し」町何の0【dB］との交差  

角周波数明確算出する。   

St叩．2：式（3呂）で〔＝1／1乃，拓＝Urとおき、Fig．2  

の制御系を構成、設計を行う。状態フィード  

バック係数ダを式（61）のように設定する。   

Step．古式（57）が満たされるかどうかを調べる。こ  

のとき式〔5丁）が満たされなければ満たすと  

ころまで岨を小きくして計算をし直す。  
肘＋∫（βトA）‾1月】‾l【F（占トA＋打C）‾1打  

・嘩トA）－1月＋肘榊A（珊瑚l00＜1（叩 
Step・4＝式（叩が満たされれば、この山こ対して式  

（56）が満たきれるかを調べる。このとき式  

（58）が満たきれなければ解はない。   

Step．5：式（56）が満たされ式（57）が満たされかナれ  

ば、山mを少し小さくLてStep．4から計算を  

行う。  

lll町C（ムト一月＋且円‾1β  

・［q＋岬－¢C拒トA＋打C）‾1叫If00＜1（5畠）   

となる。これを満たすように設計する。  
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5．設計例  

次に、この問題解法に関する設計例として、「倒  

立振子」を制御対象に解析を行う。  

（Step．1）  

設計に使用する重み関数仲ケ〔占トl栴（可を  

（占＋6）2   

580  
0．04  

と設定した。Ⅵ与（占）のクロスオーバー角周波数は、  

吋＝22・0［r瓜d／β】   

である。また、A行列の固有値は  

（66〕   

入〔A）＝［04．娼50－4．5742－47．9505］（67）   

と、0と不安定極を持っているので、4．3のときの  

設計法を適用し、式（5恥（叩、（58）の評価式が  

満足できるように設計する。   

β行列の大きさは（4xl）なので、このまま式  

（29〕のように計算すると、  

O
 
 
 

n
U
 
 

≠
 
 

ニ
 
 

］
 
「
」
 
 

Fig．3 倒立振子   

Fig．3の各係数の値はT止．1の通りである。  

0  

0  

C月＝  

11．0144  

－23．8023  
〔朋）  CAβ＝  

凪blel 各パラメータの借  

となった。よって、式（29）においてj＝0，1，宜＝  

1，叫＝2となり、式（30）を計算すると  
振子の質量 m  

台車の質量 M  

振子の長さの1／21  

電圧一力変換保革二 a   

台車の粘性係数 Dヱ   

振子の粘性係数 Dβ  

重力加速度 g   

0．270［kg］  

1・531［kg】   

0．き50［m］  

17・6065［Ⅳ／V］  

76．5500【Ⅳ日／m］   

0．002【kgm2／s］   

9月【m／s2】   

［芸］（69）  缶＝［CA－1‾1β】＝［CAβ］＝  

となる。この行列の階数は  

r也几た缶＝1   （70）  

である。また、疑似逆行列申＋は以下となる。  

缶＋＝【0・0162－0■83咽   （Tl）  

（凱ep．2）   

次に、Fig．2の制御系を構成する。   

まず、4．1の補選を考える。亡＝1／v雪，岨＝Ur＝  

22．0と設定、巧＝叫＝2なので式（3引は  

占2＋凸Hβ＋α12＝占立＋31．112如＋4畠4 （72）   

となり、叫1＝畠Ll124，αlコ＝亜4である。  

Thb．1の各パラメータの値より、状態方程式は  

以下で、これは可制臥可観測である。6）2）  

叫）＝ A＝坤）＋別項）  

0  0  1  0  

0  0  0  1  

0 －1．241与 －47．呂886  0．0027  

0 23．6603 1ロコ．61弘 一0．0511  
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このとき式〔3恥（40）より、以下となる。  

中 ＝［A2月＋qllA月＋叫コ月】   

極配置法より状態フィードパック係数∫は以下と  

なった。7）   

F＝ト0・0190－10－9789－4．6369－2．3709］（83）  

ダの大きさはユークリッドノルムを計算したと  

ころ、以下となった。  

－185  

397  

14213  

－30971  

（73）  

n ＝ d正昭【α12】＝4日4   
〔丁4）   

膵‖＝12．1514  （叫  

；如こ、行列A一切申十Cを計算すると、虚軸上に  

固有値を持たないので、式（41）のリッカチ方程式  

は安定化解P＝PT≧0を持つ。Pの固有値は、  

以下となった。  

叫P）＝［2．朋04000】   （75）  

よって、この安定化解Pを用いて式（叫を計  

算すると、オブザーバゲイン∬は  

（Step．引   

これらの値をもとに扶（占），℃（鉦㌔（古）を計算し  

た。入力側感度・相補感度関数且（£），れ（占）の周波  

数振幅応答を以下のFig．4に示す。  

鮒
 
 
州
 
 
別
 
 
8
 
 
 

加
 
 

訂
亘
言
層
臼
 
 

＋  

－6．2  13．3  

3．1  －6．7   

212．9 －456．3  

一朗4．3 1037．8  

」打＝  
（76）  

¢旺は式（43〕より  

払＝［7・貼呂3－16・幻g3］   （77）   

となる。また式（45）、（46）は  
10j  18コ  100  川1  

0†nO帥【帽〝路C】  

貞一1．9339  

占＋1．9339  

484  
Fig．4〔血＝叫1のときの且（占），1（古）の周波数振  

幅応答   
β2＋31．1124β＋4呂4  

となる。   

制御対象が不安定なので、4．3より、式〔7恥（7恥  

（79）を用いて式（54）を計算すると、  

この固より、式（5丁）が満たすことが出来ない  

ことがわかったので、満たせるところまで岨を小  

さくして計算を繰り適した。  

（Step．2，，3，4，可   

叫．の値を小さくして計算した結果、Um＝10．5  

のときに3つの評価式全てを満たすことが出来た。  

そのときのオブザーバゲイン∬、自由パラメータ  

Qは以下となった。  

（80）  払＝3．娼   

となり、式（55）より  

q＝仇吼＝【鵠・1328－60．2朗2］（81）   

となる。   

式（61）より、A一月∫の固有借を以下のように  

設立する。   

ユ（A一且円＝ト0－1－0．2－4・5742－47．9505】（日2）  

－6．2  13．4   

10．7  －23．0   

27g．7 －599．4  

－61＝‡．11313．9  

（叫  打  

q ＝ r乱6151－1乱4609】   （叫  

－7－   



このときの即古），℃（占）の振幅応答をFig．5に示す。  

また、出力側相補感度関数㌔（占）は（2x2）の伝達  

関数行列になるので、その最大特異値  

6．シミュレーション結果  

次に、設計した制御系を用い丁シミュレーショ  

ンを行った。   

初期条件として振子の振れ角を0，1［rad］伸5．7  

鹿）傾けてスタートきせたところ、設定条件†をク  

リアするのに2．36【s］かかった。以下にそのときの  

台車と振子、及び入力電圧の変化を示す。  

ll恥帖＝汀㌘百爪（J刷  （87）  

を計算することにより、周波数振幅応答をFig．引こ  

示す。  
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Fig・5 山几＝10・5のときの且〔β），℃（β〕の周波数  

振幅応答  

Fi苫．7 台車の位置と振子の振れ角の変化  
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TlⅥ色【旛亡】  1Dl  10D  川1  

叫a【r壬l〃8叫  
1♂  108  

Fig．呂 入力電圧の変化  
Fig・6 軋＝10．5のときの㌔（占）の周波数振幅  

応答  

†設定した終了条件とは、制御対象の状態変数【ェ．β．も白1  
の全変数の絶対値がOJ氾引m】＝5【mmト0．01【r舶］＝0．5れ度ト  
0．01［m／s］＝1王cm／s］．0．01【rad／B】＝0．57［度／s］未満になること  
であり、これをクリアしたときに終了するようにしてある。  

ー昌一   



7．実験結果  

最後に、ハードウェアに対し制御系を設計、実  

験を行った。実験では軌御開始後、外乱とLて次  

の2つを与えた。   

1）振子を手で揺らす（11剛。   

2）白車の台を手で持ち上げる（2：糊～叫甜。  

制御プログラムでは、握手の角度、台車の位置を  

それぞれサンプリンダ間隔20［m】でサンプノレL、  

コンピュータで制御を行っている。このときの台  

車の位置と振子の振れ角、及び人力電圧の変化を  

以下に示す。可  

11rs】で人力している外乱の大きさはシミュレー  

ション値とほぼ同じであり、そのときの振子の振れ  

角や人力電圧値もシミュレーション結果と同等の  

結果を出力した。また定常動作においても振れ角  

が士0．01【r乱d】（0．57度〕程で安定に制御しているの  

で、設計した制御系が有効であることがわかった。  

乱．．由わりに  

本研究では、各変数系において入力の数より  

出力の数の方が多いシステムにおいて、従来の2－  

ディスク混合感度問題では出力側感度関数の設計  

仕様が満たせない場合に対し、3一ディスク混合感  

度問題を設定し、ロバスト安定を保障しながら感  

度仕様の調整が可能な方法を提案した。   

また．設計例に倒立振子を用いて、状態フィー  

ドバック係数、オブザーバ、自由パラメータを用  

いての制御系を構成し、この設計法および制御系  

が有効であることがわかった。   

最後に、本研究を進める上で山田功氏には、提  

案Lた手掛二対し色々と貴重なご意見を頂きまL  

た。この場をお借りLて、心から感謝致Lます。  
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