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１．は じ め に 

 近年，プロセス制御の分野で一般化予測制御法

が注目され，多項式に基づく方法(1)-(3)や状態空間法

に基づく方法(4)(5)が提案されている．一方，制御対

象に変動がなく，外乱も存在しない場合，ステッ

プ状の目標値に定常偏差なく追従するサーボ系は，

積分器なしで実現できる．2自由度最適 1型サー

ボ系(6)-(8)は，このような観点に立ち，最適レギュレ

ータ理論を応用して設計される．この制御系の特

徴は，以下の通りである．(1)追従誤差と操作量偏

差からなる評価関数を最小にする最適目標値応答

特性を実現する．(2)最適目標値応答特性を保持し

たまま導入される積分器は，制御対象の変動また

は外乱が存在する場合にのみ動作する．(3)目標値

応答とは独立に設定できるゲイン定数を有してお

り，これによりフィードバック特性を設定するこ

とができる． 

 しかし，これまで提案されてきた一般化予測制

御法の中で，上記の2自由度サーボ系の特徴を有

する設計法は，文献(5)のみで，ほとんど行われて

いない．そこで，本稿では，2自由度最適 1型サ

ーボ系の特徴を有する最適一般化予測制御系の設
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計法を提案する．本設計法はつぎのように行われ

る．(1)出力の予測値ベクトルと目標値ベクトルお

よび操作量偏差ベクトルからなる評価関数を最小

にする制御系を導出する．(2)この制御系の安定性

に関する漸近特性について明らかにする．(3)この

制御系は積分器を有していないため，目標値応答

特性を保持したまま，積分器を導入する．これま

で提案された多項式に基づく方法(1)-(3)は，実システ

ムへの応用もなされているが，外乱除去特性など

のフィードバック特性を任意に設定することは困

難である．しかし，本手法では，積分ゲインに含

まれるパラメータにより，これを容易に行うこと

ができる． 

 

２．制御系設計 

<2.1> 最適一般化予測制御系の導出   

  制御対象 )(zP は， 1=z に零点を持たないもの

とし，つぎの状態空間表現で与えられる1入出力

離散時間線形系であるとする． 

ttt BuAxx +=+1                     (1) 

tt Cxy =                          (2) 

ここで， ty ， tu ， tx は，それぞれ，出力，操

作量，観測可能な状態量を表し， ),( BA は可制御，

),( AC は可観測であるとする．本稿では，(1)， (2)

式を用いて出力の予測値 jty +ˆ )( Njd ≤≤ を求

め，つぎの評価関数Jを最小にする制御則を導出

する． 
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]ˆˆ[ˆ ′= +++ Ntdtdt yyY Λ                (4) 

][ ′= +++ Ntdtdt rrR Λ            (5) 

][ ′= −+ dNttt uuU Λ                   (6) 

][ ′= −+ dNttt uuU Λ                   (7) 

ここで， jtr + はステップ状に変化する設定値，

1−+ jtu は操作量  1−+ jtu の定常値を表し，

dNtt uu −+== Λ である．また， dtY +
ˆ ， dtR + ， tU ， 

tU は，それぞれ，出力の予測値ベクトル，設定値

ベクトル，操作量ベクトル，操作量の定常値ベク

トルを表し，λはスカラで評価関数の重みを表す． 

 出力の予測値ベクトル dtY +
ˆ は，(1)，(2)式を用い

ることによりつぎのように表される． 

ttdt xGUGY 21
ˆ +=+                   

(8) 

ここで， 
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Nd CACAG Λ       (10) 

また，操作量の予測値ベクトル tU は，つぎのよう

に表されるものとする(4)． 

ttt QEU =                    (11) 

ここで， 
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であり， [ ]′= −dNttt qqQ ,0, Λ は，つぎの時変

型スムーサの係数ベクトルを表す． 

dN

dNttt zqzqqzQ −
−+++= ,1,0,)( Λ        (13) 

(11)式を用いることにより，操作量の定常値ベク



 3

トル tU はつぎのように表すことができる． 

ttt QEU =                             (14) 

ここで， tE ， tQ は，それぞれ， tE ， tQ の定

常値を表す．このとき，(3)式の評価関数を最小に

する係数ベクトル tQ は，つぎのように設定値ベク

トル dtR + および状態量 tx の関数として求めるこ

とができる． 

)()( 211

1

tttdttt xGGQERGDEQ ′−+′= +
− λ    (15) 

ただし， 

IGGD λ+′= 11                    (16) 

であり， tQ は，(15)式を用いて tQ の定常値を考え

ることにより，つぎのように求めることができる． 

 

(a) State feedback case 

(b) Output feedback case 

図 1 積分器を有する最適一般化予測制御系     

Fig. 1 Optimal generalized predictive control 

system with integrator 

)()( 2

1

1 tdttt xGREGQ −= +
−           (17) 

ただし， tx は，制御対象 )(zP の状態量 tx の定

常値を表す．設定値の定常値を tr とし，さらに

txt rTx = ， tut rTu = と表すと， xT ， uT は，(1)， 

(2)式より，つぎのように求めることができる． 
















 −
=








−

10

1
0

C

BIA

T

T

u

x               (18) 

このとき，つぎの補題が成り立つ． 

[補題]  

  (3)式の評価関数を最小にする制御系の制御則

は，つぎのようにフィードフォワード項 dtR +Φ を

伴うゲインF の状態フィードバック系で与えら

れる． 

tdtt FxRu −Φ= +                (19) 

ただし， 





 −=Φ ∑

=
−

N

i
iNd γαα 1Λ      (20)

[ ] 1

11 GDC dN

sNd
′= −+−αα Λ          (21) 

[ ] 1
1

1 )( −+−= DGC dN
sNd λββ Λ      (22) 

[ ] xNd TG 2ββγ Λ=               (23) 

21
11 GGDCF dN

s
′= −+−                (24) 

であり， N
sC はベクトル[ ]001 Λ で，上付

きN は次元を表す． 

（証明） 

  制御則は，つぎのように表すことができる． 

t
dN

st UCu 1+−=                        (25) 

この式に(11)， (15)， (17)式を代入して整理する

ことにより，次式を得る． 

)( 212
1

1
1

11
11

ttdtdt
dN

st xGGxGGRGRGDCu ′−−+′= −
+

−
+

−+− λλ

                                  (26) 

一般化予測制御では，有限区間の最適化問題を考



 4

えているため，設定値の定常値を Ntt rr += とる

と，(19)式が得られる． 

                            ■ 

(19)式は，(3)式の評価関数を最小にする最適な

目標値応答特性を実現するため，本稿では，この

制御系を最適一般化予測制御系と呼ぶ． 

<2.2> 制御系の安定性   

  2.1 節の制御系は， BFA −=Π のすべての固

有値が単位円内に存在すれば安定であり，これを

満足するように(3)式の評価関数の重み λを決定

する． 

Πの固有値は，以下の漸近特性を有する．

0=λ のとき， 

dd CABCABA 11
0 )()( −−

= −=Π λ               (27) 

となり，この固有値は制御対象 )(zP の 1−n 個

の零点と d個の零値を表す(9)．また， ∞→λ の

とき， 

A=Π ∞→λ)(                           (28) 

となる．いま，制御対象 )(zP の極の数を 

1−+ dn 個，零点の数を 1−n 個とする．このと

き，重み λを零から徐々に大きくしていくと，Π

の固有値は， 1−n 個の零点とd 個の原点から，

1−+ dn 個の極の位置に移動していくことにな

る．このため，不安定極や不安定零点を持つ制御

対象 )(zP に対しては，制御系を安定化する重み 

c の上限や下限が存在すると考えられる．この解

析は，予測区間の長さN を固定し，重み λにつ

いてのΠの固有値の変化を数値的に求めること

により行うことができる． 

<2.3> 積分器の導入 

  2.1節の最適一般化予測制御系は，積分器を有し

ていないため，モデル化誤差または外乱が存在す

る場合には，定常偏差が残る．このため，制御系

の目標値応答特性を保持したまま，積分器を導入

する方法について検討する．本稿では，2自由度1

型サーボ系(6)(7)と同様に，モデル化誤差または外乱

が存在する場合のみ積分補償の効果が現れるよう

な制御系を導出する． 

 (1)，(19)式を用いることにより，次式が成り立

つ． 

1)( −+−= BFAIxt                   (29) 

このとき，誤差 ttt yre −= は， 
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ただし， 

1)(
~ −+−= BFAICE                (31) 

であり，Θは， 1=d のとき， 

[ ]Φ−=Θ BE
~

1                    (32) 

2≥d のとき， 

[ ]Φ−=Θ −× BEd ~
01 )1(1           (33) 

であり，上付き )1(1 −× d は，零ベクトルの次元

を表す．以上より，積分器の出力は，積分器の初

期値を零とすると， 
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となる．この積分器の出力を打ち消すような信号

を付加した制御系は，図 1(a)のように構成され，

モデル化誤差または外乱が存在しない場合には，

信号 tPは零となり，積分補償の効果は現れない．

ここで， [ ]Φ=Φ ×d1
0 0 であり，積分ゲインJ は，
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フィードバック特性を設定するために用いること

ができる(6)-(8)．また，図中の th は， 
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 −++++−= +

=
−+−+ ∑ Nt

N

di
iNNtNdtdtt rrrBErh γβααα 11

~
Λ

                                 (35) 

と表される．ここで，設定値が定常値であるとす

ると， Ntdtt rrr ++ === Λ が成り立つため， 

t
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iit rBEh
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この式の tr の係数（Θの係数和）は零となるた

め， 0=th となる．一方，設定値が変化する過渡

期は，(36)式は成り立たないので， th は零でない

値をもつ． 

 また，状態 tx が観測できない場合には，図1(b)

に示すように，つぎのカルマンフィルタにより状

態 tx の推定を行えばよい． 

)ˆ(ˆˆ
1 ttttt xCyKBuxAx −++=+           (37) 

この場合，初期状態が定常でモデル化誤差や外乱

が存在しない場合には，完全な状態推定を行うこ

とができるため，最適な目標値応答特性は保持さ

れる． 

 

３．検 証 

ここでは，本手法の有効性を示すため，Clarke

らによって提案された方法(1)-(3)（以下では，従来法）

と結果を比較する．  

<3.1>  従来法 

Clarke らの方法では，制御対象をつぎの

CARIMA（Controlled Auto-Regressive and Integral 

Moving-Average）モデルで表す． 

)(
)(ˆ)(ˆ)(ˆ

1 z
zCuzByzA t

tt ∆
+= −

ζ
          (38) 

11)( −−=∆ zz                    (39) 

ここで， )(ˆ zA ， )(ˆ zB ， )(ˆ zC は多項式を表し， tζ

は平均値零の雑音とする．さらに，つぎの

Diophantine方程式を考える． 

)(ˆ)()(ˆ)(ˆ)(ˆ zFzzzAzEzC j
j

j
−+∆=         (40) 

ここで， )(ˆ zE j ， )(ˆ zF j は多項式を表す．この設

計法では，(38)，(40)式を用いて出力の予測値

jty +ˆ )( Njd ≤≤ を求め，つぎの評価関数を最小

にする操作量を決定する． 

∑∑
+−

=
−+

=
++ ∆+−=

1

1

2
1

2 })({)ˆ(
dN

j
jtc

N

dj
jtjt uzry λϕ   (41) 

ここで， cλ はスカラで評価関数の重みを表す． 

<3.2> 設計例  

 制御対象は，図2に示す2段にカスケード結合

されたタンクシステムとする．タンクの断面積は，

下のタンクが144[cm2]，上のタンクが85[cm2]であ

る．図中の tru , は，流量制御部への指令信号， 

tru , PI

調節器

ｺﾝﾋﾟｭｰﾀ

電磁流量計

流量制御部

T1 =64 [s]

tt xy ,1=

T2 =47 [s]

tx ,2

電空変換機

（ 2V～10V）

－

tu

ダイヤフラム式操作弁

 

図 2  実験装置の構成                         

Fig. 2  The schematic of the experimental 

system 
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操作量 tu は電磁流量計で計測される水の量，

tt yx =,1 は下のタンクの水位， tx ,2 は上のタンク

の水位を表す．本実験装置では，水位 tx ,1 ， tx ,2 は

差圧計によって測定され，1[V]が3[cm]である．流

量制御部は，PI調節器，電空変換器，ダイヤフラ

ム式操作弁，電磁流量計で構成されており，指令

信号 tru , に応じて操作弁を開閉し操作量 tu を調

整する． 

 はじめに，ノミナルプラント )(zP を決定する

ため，各タンクの時定数を測定した．その結果，

下のタンクが 64[s]，上のタンクが 47[s]であった．

流量制御部のダイナミクスを無視すると，この制

御対象は次式で表される． 
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(42) 

[ ] 







=

2

101
x

x
y                    (43) 

この制御対象をサンプリング時間 2[s]で離散化し

たものをノミナルプラント )(zP とした．従来法

は，出力フィードバック系であるので，本手法で

は図 1(b)に基づいて実験を行うものとする．シミ

ュレーションにより，予測区間の長さを 30=N

と決定し，本手法と従来法の目標値応答の立ち上

がり時間が同じになるように，(3)，(41)式の評価

関数の重みを決定した．その結果，本手法が

1.0=λ ，従来法が 25=cλ であった．なお，従

来法の外乱モデルは 1)(ˆ =zC とした．さらに，本

手法のカルマンフィルタは外乱の共分散行列を

BB ′，観測雑音の分散を 310− で設計し，積分ゲイ

ンJ
~
は次式のように決定した(8)． 

[ ] 11)()1(
~ −−+−−= BBFAICJ ξ          (44) 

ここで，ξは設計者が任意に選ぶことができるパ

ラメータで，感度特性と観測雑音 tn が操作量 tu

に与える影響のトレードオフを図ることができる．

本稿では，ξが制御系の代表根とならないように

9.00 ≤≤ ξ とした． 
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(a) Proposed method (ξ= 0.9) 

0 400 800 1200 1600
3

3.2

3.4

3.6

Time [s]

y
r

0 400 800 1200 1600
4.2

4.4

4.6

4.8

5

5.2

Time [s]  

(b) Proposed method (ξ= 0.5) 

0 400 800 1200 1600
3

3.2

3.4

3.6

Time [s]

y
r

0 400 800 1200 1600
4.2

4.4

4.6

4.8

5

5.2

Time [s]  

(c) Proposed method (ξ= 0) 

0 400 800 1200 1600
3

3.2

3.4

3.6

Time [s]

y
r

0 400 800 1200 1600
4.2

4.4

4.6

4.8

5

5.2

Time [s]  

(d) Conventional method 

図 3 目標応答の実験結果                     

Fig. 3 Experiment results of disturbance 

rejection 
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図3は，目標値応答の実験結果を示し，左側が出

力 ty ，右側が操作量 tu を表す．(a)～(c)はパラ

メータ ξ を変えた場合の本手法の実験結果，(d)

は従来法に基づく実験結果を示す．(a)～(c)を比較

すると，出力 ty は，パラメータ ξを変えて 
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Conventional
method

 

図 4 外乱除去特性の実験結果                 

Fig. 4 Experiment results of disturbance 

rejection 
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(a) Sensitivity function 
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図 5 制御系のゲイン特性                     

Fig. 5 Gain plots of control system 

もほとんど変わらないものの，操作量 tu は ξを

小さくすると振動的になっているのがわかる．ま

た，(d)の従来法では，本手法よりオーバーシュー

トが大きく，操作量 tu も振動的である．図 5 は

制御対象入力側に 1.5[V]のステップ外乱 td が混

入した場合の外乱除去特性を示す．なお，ステッ

プ外乱 td は指令信号 tru , に混入して与えた．本

手法では，パラメータ ξを小さくすると外乱 td

が効果的に除去されているのがわかる．また，従

来法では，逆応答をするものの，出力 ty に現れ

る外乱 td の影響は，本手法の 9.0=ξ の場合と

ほぼ同じであるといえる． 

図3，4の実験結果を周波数領域で解析する．図

5(a)は制御対象入力側の感度関数，(b)は観測雑音 

tn から操作量 tu までの伝達関数のゲイン特性を

示している．本手法では，パラメータ ξを小さく

していくと，(a)の感度関数の低周波領域のゲイン

特性が低くなるため，図 4に示すように制御対象

入力側に混入する外乱 td の影響を効果的に除去

することができる．しかし，この場合，(b)の観測

雑音 tn から操作量 tu までの伝達関数の高周波

領域でのゲイン特性が大きくなるため，観測雑音 

tn の影響が操作量 tu に大きく現れ，操作量 tu

の振動の原因となっている．また，従来法では，

目標値応答の出力 ty および外乱除去特性は，本

手法の 9.0=ξ の場合とほぼ同じ特性を持つが，

図 3(a)と(d)の操作量 tu を比較すると，従来法の

方が，高周波で大きく振動している．これは，図

5(b)の観測雑音 tn から操作量 tu までの伝達関

数の高周波領域でのゲイン特性の違いによるもの

である．なお，従来法では，(38)式の外乱モデル
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の多項式 )(ˆ zC を用いて設計することにより，観

測雑音 tn の影響は低減することができるが，こ

の場合，入力側の外乱除去特性が劣化することが

知られている(3)．さらに外乱モデルの多項式 )(ˆ zC

を正確に同定することが困難であることから，従

来法では効果的な外乱除去ができないとも述べら

れている(2)．一方，本手法では， 9.0=ξ の場合よ

り操作量 tu に現れる観測雑音 tn の影響を許容

できるとするならば，入力側の外乱除去特性を向

上させることができ，このようなフィードバック

特性の設定は，積分ゲインJ
~
に含まれるパラメー

タ ξで容易に行うことができる． 

 

４．む す び 

本稿では，最適一般化予測制御系の設計法を提

案した．本制御系の特徴は，評価関数を最小にす

る最適な目標値応答を実現し，この目標値応答特

性を保持したまま，フィードバック特性を任意に

設定することができる点にある． 

本手法の有効性を検証するため，タンクシステ

ムへの応用例により，Clarkeらの方法では効果的

な外乱除去ができないが，本手法では，積分ゲイ

ンに含まれるパラメータで，感度特性と観測雑音

が操作量に与える影響のトレードオフを考慮した

設計が可能であることを示した（3.2 節）．Clarke

らの方法では，フィードバック特性の設定は外乱

モデルの同定から行わなければならず，設定を変

更するには，制御系設計を初めから行わなければ

ならなかった．しかし，本手法では積分ゲインの

変更のみでフィードバック特性を設定することが

できるため，Clarkeらの方法より実システムへ適

用しやすいといえる． 

今後は，この設計法を多入出力系に拡張し，操

作量に制約がある場合の設計法について検討した

い． 
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