
言＝則自動制御学会東北支部第1日9回研究集会（2nUU且1〕  

資料番号1朗－13   

微分方程式の数値解法を応用したモデル予測制御の  
安定性解析  

StabilityAnalysisoftheModelPredictiveControIDesignedwith  
theNumericalSolutionofaDi鮎rentialEquation  

○鹿内良将．能川卓二郎，鈴木睦  

OYoshinobuShikanai，KoujirouNogawa．andMutsumiSuヱuki  

東北大学大学院工学研究科化学工学専攻  

DepartmeIltOfChemicalEIlgiIleering，TbhokuUllivcrsity  

キーワード＝ モデル予測制御（ModelPredicticveControl），安定性解析（如bilityanalysi＄）．A比過程  

〔AuLur咤re呂6iveProcess），   

連絡先＝ 〒980－8579 仙台市青葉匡荒巻宇青葉07東北大学大学院丁学研光琳化学⊥苧専攻鈴木研究室  

鹿内点描・恥1∴（022〕217－7266，拍Ⅹ■＝（022）217－72喝E→na汁8hik嘩Be．Che．toboku．a亡．jp  

1． はじめに  

化学プロセスの利鞘＝ま計装機器の制約や，コン  

ピュー タの演算速度の問題などにより十分に細か  

い間隔でのサンプリングが出来ない場合が多い．  

またプロセスには不確定性があり完全なモデルを  

構築することが出来ない．このような条件で安定  

かつパラメータ変動に対Lてロバストな制御を行  

う方法として，物理モデルを利用したモデル予測  

制御にRun酢－Kutta法を適用する方法を提案した  

1】．この制御法は陰町陽的を含めた様々な公式を  

利用することが出来るが利用する公式によって安  

定性の特徴が異なっていた．   

そこで本報ではAR．過程の安定条件を利用した  

安定性解析法を提案L，前回提案した制御法の安  

定性について考察を行う．またモデルパラメータ誤  

差，制御パラメータが安定性に及ぼす影響を考察  

する．  

2．解析方法  

制御対象とLて以下の線形システムを考える．   

＝伽両）＝鞘＋h   〔1）  

ここで封は山刀（擬制御変数〕，1Jは人力（操作変  

数），叫んはモデルパラメータである．このシステ  

ムは極めて単純であるが7一般の非線形システム  

の定常点近傍の近似でもあり，このシステムに対  

する制御結果を検討することによってそれぞれの  

制御別の性能の優劣を判定することが出来る．   

人力は各制御区間においてn次のホールドとす   

ると一定なので，このシステムの微分一方柱式は解  

析的に精分が出来る．定常状態を原点とLて時間ス  
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となり，さらに時間ステップを1ステップ戻すと，  テップ甘から亘＋1の聞で積分すると，   

肌．1＝e畑眺＋〔e山王－1）言叫  
αeロムt 

瑚  肌－l  

〔l（り  （2〕  
TJi＿1＝  

叫已化山一1）b（ビα△亡1 ）   

を得る．これらの式を制御別の式（呂）に代人すると，  

弘が消去され封に関するAR過程の式になる・  

を得る＿   

前回提案したRunge－Kutta法を利用したモデル  

予測制御の式ほ，  
〔11）  跳＋1＝A肌＋β机」   

机＝叫＿l＋  

肌＋1［2眺＋恥1  

ただL，   

A叫亡隼（押≠新札1〕〔12）  

1   

月＝－e叫十 （e凸Aし1）＋（eα△叫（13）  

一（肌一山（3）  
九△叫T〔且－ん△Lβ）‾1e  

であったl）．ここで杵月はそれぞれRt－nge－Klltt礼  

法の公式で与えられる係数のベクトルと行列であ  

る（AppendixA－l，A－2参照）・またh．fuはそれぞ  

れ微分方程式Jの机u・での偏微分である．テストシ  

ステム〔1）ではんは叫んははなる・ただし制御に利  

用するモデルパラメータには必ず誤差が含まれて  

おり推定値Lか知り得ない．それぞれの推定値を  

a，♭とおく．また制御別の式においてRunge－Ⅰ（utta  

法の公式に依存する部分を財とおくと，」けは丘△≠  

の間数となる．  

α  
－1二ニ ー  

α  

i‘一：  

臨の意義（14）より几封ま次の様に変形できる・  

止す＝匹r岬加△土β〕‾le  

（】4）  

（15）  

（16）   

システム（2）に制御別〔3）を適用した其の安定性  

は2次のAR．過程〔11）の安定性問題に帰着される・  

つまりAR．過程の式中のパラメータ菰，む，瓜△f，α  

が安定性に及ほす影響を調べればよい．   

AR過程が収束する条件はその特性方程式の全  

ての根の粗相情が1より小きいことである．式（11）  

の特性方程式は，  

．J－′‥＝d・   

ん＝占   

財＝〃T〔丘ト［a△九日〕‾1e  

1ステップ先の目標値は設定値（打轟＝D）と現在の  

観測値から次の式で求める．  
rコーAr・一月＝0  

となりその根は，  

（17）  

（7）  恥＋．1＝（1－0旭■＋明ノ宣＝叩i   

r＝士  
2   

＝H．J  
この目標値を決めるフィルタのパラメータαは制  

御の安定性と即応性とのトレードオフで決意する   

パラメ・一夕である．   

これらを制御別の式（3）に代人すると，  

である．この2つの根が1より小さくなる条件は  

β＞－1  

月く1一山  
（α－2抽＋肌－1  

一言（肌一肌一冊）  
叫＝叫－1＋   

△拍止す   

月く1＋d  
となる．つぎにシステムの式（2）をuについて解くと，  

α肌＋1   αe仏土師  である辛が良く知られているのでこれらの式に式  

（12）（13）を代人しまとめると，パラメータが満たす   

拍）  叫＝  
叫だ仏土－1）坤叫t－1 ）   
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ベき条件式が得られる．ここでは特に制御同期比△舌  

に対する安定性に着日すると仇1舌の数直線上の安  

定区間に及ぼすパラメー¶タの影響をこの条件式か  

ら調べることが出来る．   

この方法は式が複雑になると非常に困難になる，  

その場合は安定領域を数値的に求める方法が有効  

である．α△Hり複素平面上で根の絶対値の大きい  

方が1となる点を数倍的に計算しプロットすること  

で各公式における安定領域の形状や，パラメータ  

の影響を視覚的に調べることが可能となる．  

3．2 古生式に由ける安定領域  

パラメータの相対誤差である丘，ほ1（つまり誤  

差を0），目標軌道算出フィルタのパラメ・夕αを  

0に設定し，各種Runge－Ⅸutta法を適用した制御系  

の安定領域を調べた．ここでは隈的公式として1段  

1次のEular法，4段4次のRunge－Kuua法を，陰的公  

式として1段1次の後退Eular軌2段4次のBut一三ller  

の公式を例に挙げた．尚，ユ般に用いられるモデル  

予測制御は1段1次のEular法に相当している．それ  

ぞれの安定領域のプロットをFig．1に示す．   

制御周期Afは常に正なのでグラフの虚軸を境に  

した右側ではαが正，つまり制御対象は不安定な系  

であり，左半面はαが負，安定な系である．   

Eular法を見ると左側に安定領域が広がってお  

り，尖軸上では常に安定である．後退Eul乱r法の場  

合も同様に究軸上では常に安定であり，しかも左  

半面に安定領域が大きく広がっていることが分か  

る．Runge－Kutta法ではEular法と比較Lて虎軸の右  

側に安定訴域がやゃ大きく広がっていることが分   

かる．しかし左側の安定限淋は有罪である．つまり  

制御パラメータの選定によっては単純なEula．r法の  

方がかえって安定となる場合がある，Butcherの公  

式の場合はRumge－Ⅰ〈utt礼法と比べて原点近侍に広  

い安定領域を持つことが分かる．ただしこの場合   

も安定限界は有罪である．  

3．解析結果  

3．1数式に基づく解析  

まず始めに黄も単純なEular法を用いた制御を  

例に安定領域の特徴の考察を行う．安定条件式  

（19〕〔20）（21）に式（12）（13〕を代人L，まとめると以  

下の条件が得られる．条件式（19）は  

1  

古瓦i  

l  

議  

＞む一正   〔α△亡＞0〕  （22）   

くh一品   （α△£く0〕  （23）  

となる・条件式〔20）は常に満足される・条件式（21）  

は  

ビ且△t＋1 比¶3  ん
侃
一
～
－
n
 
〃
瓜
一
T
O
 
 
 

＜
 
 

＞
 
 

（α△土＞〔り（24）   

（α△亡く0〕（25）  

＋二  
eα山一1■加瓜Aた  

だ凸A（＋1 n・－3  
＋－て  

亡几△t1■加αA舌  

となる．これらの関係式よりα△fの致直凍上におけ  

る安定区間について以■卜の特徴が得られる．  

●占≧丘の時…瓜△l→－∞まで安定  

・石＜丘の時…下界が存在する〔血f＝）  

．旦一三良く－2の時■・・原点近傍が不安定  
加   

●上界は常に存在する  

他の制御別についても同様にして安定性の特徴  

を調べることが出来る．以降では数値的に調べた解  

析結果を元にこの特徴の確認をL，各公式につい  

てパラメータの影響を述べる，  

3．3 モデルパラメータ誤差の影響  

モデルパラメータの推定値である勘机二は必ず誤  

差が含まれている一 そこで其他に対する利対的な  

誤差である丘，摘i安定性にどのような影響を及ぼ  

すかを考える．   

パラメータ占を1．0，αをDに固定して丘を0．6から  

1．4まで変化させた時の各公式における安定領域の  

変化をFig．2に示す．   

Eular法では丘が小きい時安定領域が広くなるが   

丘が大きくなるにつれて急激に安定鶴城が狭くな  

－3－   



－コ．5  0  2．∃  －1［l  －7，5   5  

Eular法  Runge－Kutta法  

＿5 ，2．  －10   －7．5  ー1□  T7．5   5   －2．5  

後退E111之Ir法  Butcherの公式  

Fig．1各公式の安定領域  

に示す．ピの公式においても占が小さい時は安定  

領域が狭く，古が大きくなるにつれて安定領域が広  

がっていくのが分かる．特に占が0．6の時は原点が  

安定領域に含まれていない．これは制御周期を轟く  

L過ぎると逆に制御が不安定になることを示して   

いる．   

先ほどの丘の場合と同粗Eular法と後退Eular法  

は占の変化によって安定領域が急激に変化し，特に  

砧冒小さい時安定領墟が非常に狭くなる．これに対  

しBut（1hcrの公式ではパラメータ誤差の影響を受  

けにくく，広い安定領域を維持していることが分   

り安定限界が有罪となることが分かる．これは前述  

の解析結果と一致Lている．後退Eular法ではこれ  

とは逆に岳が大きい方が安定領域が広い一品が小さ  

くなると庶点近傍の小領域と一側の領域に分かれ  

る，Runge－Kutta法では一個の安定限界点はほほ一  

定であるが，誤差があるとき＋例の安走領域が挽  

くなることが分かる．Butcllerの公式も誤差がある  

とき＋側の安定領域ほ狭くなるが，一例は丘が‾大き  

くなるつれ安定領域が広がっていく．   

次にパラメ山夕丘を川，凸をUに固定Lて呂を0融－  

ら1．4まで変化させた時町安定領域の変化をFig．3  

4   



ー12，5 －1ロ  ー7．5  －5  －2．5   0   2．5  

Eul乱ー法  Runge－1（lltta法  

－12．5  －10  －7．5  －5  －2．5   0   2．5  

後退Eular法  

－12．5 －10  －7．5  －5  －2．5   0  

B11tdほrの公式  

Fig．2 丘力盲安定領域に及ぼす影響  

4．結論  

前r61提案したRu11geqKut・ta法を用いたモデ）L／予  

測制御の安定性をAR過程の収束条什を用いて耶   

析した．微分方稗式のいくつかの数値解法に適用L  

対応するモデル予測制御の安定領域の特徴およ  

ぴパラメータが安定性に及ぼす効果を調べたとこ  

ろ，一般に誤差が無い呂＝1の時よりも誤差がある  

古＞1の方が安定であることが分かった．また制御  

周期が短すぎると逆に不安定になる場合があるこ  

とも分かった．今回試Lた公式の中ではButcherの   

かる．  

3．4 日標軌道算出フィルタの効果  

目標軌道算出フィルタのパラメータαは制御の  

安定性と設定値応答とのトレードオフで決定する  

パラメータとして知られている．このパラメータが  

各公式の安定領域及ぼす効果をFig4に示す．   

丘，ほ1に固完し，αを0，0から0．8まで変更してプ  

ロットした．αを大きくしていくとどの公式におい  

ても安定領域が広がっていくことが分かる．  

－－5  



1：！．5  －10  －7．5  －5  －2．5   0   2．5  

Eular法  

－12．5  －10  －7．5  ［5  2．5   0  

R11∫1ge－Kutta法  

コ．5  

－1：∃．5  －10  －rJ．ら  －5  －2＿5   0   2．5  

複退El】1aT法  

r12．5  1ロ  7．5  5  2．5   0  ：】．ら  

BtユtCherの公式  

Fig．3 占が安定領域に及ほす影響   

公式がモデル誤差に対Lて安定領域の変化が小さ   を前報で提案した．その概略を紹介する，  

段軸のRunge－Kutt如去は微分力■程式豊＝仲†訂）  

が与えられた時，その初期値肌と1ステップ先の肌＋1  

との関係を次の式で計算する．  

くロバストであることが分かった．  
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－12．5 1日  －7．5  －5  －2，5  D  ：∴5  

Fi・unge－Kutta法  

－12，5 10  －7，5  －5  2．5  ロ   2．5  －12．5 －10 【7，5  －5  2．5  0  コ．5  

Butcherの公式  後退Eul乱r法  

Fig．4〔kが安定領域に及ぼす影響  

（ゴ＝1，27＝・，p）  （29）   

式中のα誹，〝はR11叩什Kutta法の公式として与  

えられている．  

1入力1山力系でパ日対次数が1次の場合のシステ  

ムの微分方程式として次式を考える．   

二J如p）  〔30）  

モデルパラメータの推定値を蔚とし，誤差をApと  

する・また肌祝の冬時間ステップ閃での変イヒをそれ  

ぞれ△肌△uと定義する．  

如い1＝肌∵∴肌＿1   

△肌＝凱＋1一肌   

△叫＿1＝叫一叫＿1   

ステップ盲において机が観測された時，ステップ  

宜－1から豆，ステップlから豆＋1の2区間について  

R．11nge－Kutt礼法の関係式を適用する．まずステップ  

ゴ1から宜の岡の関係式を考える，式〔29）より  

たj＝J〔肌－1＋鴎1A旺1＋…＋島J】△舌‰，叫＿1；p）  

＝J（弘△師－1＋鴎1△班l＋…   △p＝p－β  
（31）  

－7－  



A－2古生式の係数と関数財  

Et】1ar法  

〃＝1  

β＝0  

＋βjp△土たp，叫－1；蔚＋△p）  

託J（弘叫－1藩）ん△机－1  

＋ム△土偶1た1十・・＋触たp）＋ふr△p（35）   

ここでんはJの封での偏微分，ふはJの各パラメー  

タでの偏微分を表すベクトルである．   

句（j＝1，2，‥・1p）に関する式（35）がp本得られる  

のでこれらを行列を用いてまとめると  
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R．unge－Kutta法  

〃＝（吉，吉，吉甘  となる■ここで（pxp〕の単位行列を旦金成骨が1の  

p次元ベクトルをe，βの行列をβと置いて解くと  

た＝‡J（恥ui＿1；創  

＋んT△p－Jy△肌・11岬－んA娼）‾1e（37）   

このたと式（叫から以下の関係式が得られる．  
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 〟＝1－ト昌仙－←去（拙）2－l一去（叫3  

Butcllerの公式  

〃＝〔去甘  

β＝（去㌔ 
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次に観測値肌から1ステップ後の目標値帥ヰ1の間  

に関する関係式を求めると同様にして  

机＋1「師  
＝‡J（肌，叫＿1；釦   〃＝  A豪  

1一言砧△t＋古（砧△り2   

＋んT△p＋九A恥＿1‡〃T〔且－ん△王呵‾1e〔叫   

となる・ここで式（39）から式（謂）を引いてA叫＿1に  

ついて解くとノマラメータの項が消去されロバス  
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が得られる．  
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