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1. はじめに

本研究の目的は、多項式非線形制御系の安定化

制御である。本研究の手法では、非線形多項式を

状態のクロネッカー積を一括してできる状態ベク

トルを用いることによって線形システムのように

記述できる1)。しかしながら、解を解析的に解く

事はできないので、遺伝的アルゴリズム (GA)4)を

使い高近似の解を求め、それを制御に使うことに

する。また、遺伝的アルゴリズムが、必ず解を見

つけ出すとは、限らない。したがって制御したい

システムにおいて、GAが解を見つけ出す事がで

きない場合もありうる。この場合、制御したいシ

ステムをGAが解を見つけ出す事ができるシステ

ムに変換し解を見つけて制御に使うことにした。

今回の発表では、具体的に非線形多項式システ

ムであるマスバネダンパー系を変換して、GAを

して解を見つけ出し、制御に用いる方法について

述べたい。

2. 縮約形

クロネッカ巾 x[k]には同一要素が含まれている

が、独立な要素を辞書順に並べたベクトルを x[k]

の縮約形と呼ぶことにし、x<k>で表す。一例とし

て、２変数３次形（n = 2,k = 3）の場合を以下で

示す。
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この先 x<n>で表記したテンソルは、縮約形を用

いているものとする。

3. 非線形レギュレータ

制御対象の非線形多項式は、テンソルの縮約形

を用いて表現すると

_x = A<1;1>x + A<1;2>x<2> + A<1;3>x<3> +

ÅÅÅ+ A<1;2NÄ1>x<2NÄ1> + Bu

=
2NÄ1X

i=1

A<1;i>x<i> + Bu

= AG<1;2NÄ1>G<2NÄ1>(x) + Bu (4)

ただし

AG<1;2NÄ1> = [A<1;1>　 A<1;2> ÅÅÅA<1;2NÄ1>]

(5)

GT <2NÄ1>(x) = [xT　 xT <2> ÅÅÅxT <2NÄ1>] (6)

このように線形システムのように記述できる。

例えば、2変数 3次系の場合。(ばねに非線形性が

あるマスバネダンパー系について考える。)

M °x + D1 _x + (K1x + K3x3) = u (7)

M　　　　　　　:　　質量 [kg]

D1　　　:　　粘性減衰係数 [Ns=m]

K1; K3　　　:　　ばね定数 [N=m]; [N=m3]

x1 = x; x2 = _x1 とおくと、状態方程式は、(8)式

のように表すことができる。
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整理すると
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u

= A<1;1>x<1> + A<1;2>x<2>

+A<1;3>x<3> + Bu

=
3X

k=1

A<1;k>x<k> + Bu

= AG<1;3>G<3>(x) + Bu (9)

線形システムのように記述できた。

任意の変数、任意の次数に対してこのように記述

できる2)3)。

また、制御入力uの縮約形表示は (10)式となる。

u = ÄRÄ1BT PG<1;2NÄ1>G<2NÄ1>(x) (10)

拡張リカッチ方程式の縮約形は (11)式となる。

QG<2NÄ1;2NÄ1> + AT
G<1;2NÄ1>PG<1;2NÄ1>

+P T
G<1;2NÄ1>AG<1;2NÄ1>

ÄP T
G<1;2NÄ1>BRÄ1BT PG<1;2NÄ1> = 0 (11)

QG<2NÄ1;2NÄ1> = block [Q<i;j>] (12)

block [Q<i;j>]はQ<i;j>をブロック要素とする行列

である。

PG<1;2NÄ1>の独立な項の数 (変数の数)Nvaは (13)

式となり、方程式の本数 Neqは (14)式となる。

Nva =
2NX
k=2

nHk = n+2NC2N Ä (n + 1) (13)

Neq =
4NÄ2X
k=2

nHk = n+4NÄ2C4NÄ2 Ä (n + 1)(14)

N ï 2のとき、変数の個数 Nvaより方程式の個数

Neqが多く一般的な評価関数の係数に対して変数

について解こうとしても解けない。そこで、GA

を用いて変数 PG<1;2NÄ1>に具体的な数値を与え、

評価関数の荷重行列QG<2NÄ1;2NÄ1>が正定になる

ように調節する。

例えば、２変数３次系 (n = 2; N = 2)の場合、

PG<1;3>の独立な項の数 Nvaは 12個となり、方程

式の本数 Neqは 25本となる。
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PG<1;3> = [ P<1;1> P<1;2> P<1;3> ]

=

î
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p2 p3　 p5 2p6 p7　 p9 3p10 3p11 p12

ï
(15)

変数 PG<1;3>に具体的な数値を与え、拡張リカッ

チ方程式から評価関数の荷重行列QG<3;3>を求め、

これが正定になるように GAで調節する。

4. 安定性

V (t)は、正方荷重行列 ~PG<N;N>を用いて次式

のように表現できる。

V (t) =
2NÄ1X
k=1

1

k + 1
xT P<1;k>x<k>

=
1

2
G<N>T (x) ~PG<N;N>G<N>(x) (16)

縮約形で閉ループ系が大域的に安定であることを

表記すれば (17)式となる。

~PG<N;N> > 0; QG<2NÄ1;2NÄ1> > 0 (17)

) V (t) > 0; _V (t) < 0 (18)

5. 遺伝的アルゴリズム

遺伝的アルゴリズムは、生物の進化をモデル

として、問題（環境）に対する適合度の良い個体

を計算機内に生成するアルゴリズムであり、最適

化・探索アルゴリズムの一種である。工学的課題

の解法に探索が必要になる場合は、真の値に十分

近く実用上問題がないと思われる値を検出しさえ

すればよいという場合が多い。このような場合、

探索空間を効率よく探索し、実用上の最適解を速

やかに発見する、GAのような方法論が必要にな

る5)。変数をコード化して遺伝子とし、遺伝子の

集合から染色体を構成する。染色体が１個の個体

を表す。個体に対し選択（淘汰）、交叉、突然変異

の遺伝子操作を繰り返し、適応度関数が最大又は

最小になるように探索する。

探索空間

指令

を捜してくれ　となるような >−<>−−<>< >> 12,112,12, 0,0~
NGNNGNNG PQP

GA

解は、ここら辺にありそうです

Fig. 1　GA image

ただし、GAは必ずしも条件にあった解を見つけ

出すとは限らない。そこで、変数変換である。

6. 変数変換

制御したいシステムにおいて GA が解を見つ

け出せない時、GAが解を見つけ出す事ができる

システムに変数変換する事によって解を得て、制

御に利用することにする。

6.1 並列のマスバネダンパー系

ばねに非線形性があるマスバネダンパー系に

ついて考える。

M
u(t)

x(t)

D(x)

K(x)

.

Fig. 2　mass spring damper system

M °x + D1 _x + (K1x + K3x3) = u (19)

M　　　　　　　:　　質量 [kg]

D1　　　:　　粘性減衰係数 [Ns=m]

K1; K3　　　:　　ばね定数 [N=m]; [N=m3]

x1 = x; x2 = _x1 とおくと、状態方程式は、(20)式

のように表すことができる。

_x1 = x2

_x2 = ÄK1

M
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M
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x3
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M
u (20)
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整理すると
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= A<1;1>x<1> + A<1;2>x<2>

+A<1;3>x<3> + Bu

=
3X

k=1

A<1;k>x<k> + Bu

= AG<1;3>G<3>(x) + Bu (21)

このシステムをXシステムと呼ぶ事にする。この

システムについて GAを行なったが、安定条件を

満たす解を見つけることができなかった。このシ

ステムをGAで解をみつけることができるシステ

ムに変数変換する。(A システムとよぶことにす

る)

ここで、変数変換 x1 = a1、x2 = Ä3a2 Ä a3
2(= _a1)

をすると

_a1 = Ä3a2 Ä a3
2 (22)
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Ä3(1 + a2
2)
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整理すると
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= AG<1;3>G<3>(a) + Bv (24)

v = ÄRÄ1BT PG<1;3>G<3>(a) (25)

このシステムについては、GAで解を見つけるこ

とができた。uと vの関係から uについて整理す

ると

u = Ä3M(1 + a2
2)v Ä D1(3a2 + a3

2) + K1a1 + K3a3
1

= 3M(1 + a2
2)RÄ1BT PG<1;3>G<3>(a)

ÄD1(3a2 + a3
2) + K1a1 + K3a3

1 (26)

u(a1; a2)を u(x1; x2)へもどす。この uをXシステ

ムに用いてシミュレーションをする。

Aシステムについて GAをして求まった PG<1;3>

は、

PG<1;3> =

î
8:018491 Ä6:806411 9:736845

Ä6:806411 11:914788 Ä0:763707

Ä1:527413 0:323036 18:920989

0:646073 Ä1:838670 Ä5:491965

Ä16:475895 9:675916 Ä5:124458

9:675916 Ä15:373375 17:966831

ï
(27)

ただし Aシステムを用いた GAでの PG<1;3>の要

素の探索範囲は-20.0から 20.0まで。

XシステムでのM; K1; D1; K3は次のようにした。

M = 1:0; K1 = 0:1; D1 = 0:1; K3 = 0:01 (28)

初期値をそれぞれ x1(0) = 0:05; x2(0) = Ä0:1とし

て応答を調べた。

0 1 2 3 4-0.15

-0.1

-0.05

0

0.05

0.1

time[s]

x1

x2

Fig. 3　 State responses with control

0 10 20 30-0.3
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-0.1

0

0.1

0.2

time[s]
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x2

Fig. 4　 State responses without control
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6.2 直列のマスバネダンパー系

ばねに非線形があるマスバネダンパー系の直

列の場合の運動方程式は、

x1(t) x2(t)

K1,K3

u(t) M
D

Fig. 5　mass spring damper system

M °x1 + K1(x1 Ä x2) + K3(x1 Ä x2)3 = u

K1(x1 Ä x2) + K3(x1 Ä x2)3 = D _x2 (29)

状態方程式は、(30)式のように表すことができる。
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2) +
1

M
u (30)

整理すると (3変数３次系になる。n=3,N=2。

6.1では、n=2,N=2であった。)

_x =
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°x1
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264 0 0 1
K1
D ÄK1

D 0

ÄK1
M

K1
M 0

375264x1

x2

_x1

375

+

264 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

375
2666666664

x2
1

x1x2

x1 _x1

x2
2

x2 _x1

_x2
1

3777777775
+

264 0 0 0 0 0 0 0
K3

D Ä3K3

D 0 3K3

D 0 0 ÄK3

D

ÄK3
M

3K3
M 0 Ä3K3

M 0 0 K3
M

0 0 0

0 0 0

0 0 0

375

26666666666666666664

x3
1

x2
1x2

x2
1 _x1

x1x2
2

x1x2 _x1

x1 _x2
1

x3
2

x2
2 _x1
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375 u

= A<1;1>x<1> + A<1;2>x<2>

+A<1;3>x<3> + Bu

=
3X

k=1

A<1;k>x<k> + Bu

= AG<1;3>G<3>(x) + Bu (31)

このシステムについても GAを行なったが、安定

条件を満たす解を見つけることができなかった。

このシステムを変数変換する。(ただし、定数 c1 =

K1

D ; c2 = K3

D ; c3 = K1

M ; c4 = K3

M ; c5 = 1
Mとする。)

x1 + x2 = a1 (32)

x1 Ä x2 = a2 (33)

_x1 = Ä(c1 + 2)a2 Ä (c2 + 1)a3
2 Ä 3a3 Ä a3

3

Ä4a3
1 Ä 2a2

1a3 (34)

とすると、

_x1 =
_a1

2
+

_a1

2
= Ä(c1 + 2)a2 Ä (c2 + 1)a3

2

Ä3a3 Ä a3
3 Ä 4a3

1 Ä 2a2
1a3(= _x1) (35)

_x2 =
_a1

2
Ä _a1

2
= c1(x1 Ä x2) + c2(x1 Ä x2)3

= c1a2 + c2a3
2 (36)

°x1 = Ä4(3a2
1 + a1a3) _a1 Ä (c2 + 2

+3(c2 + 1)a2
2) _a2 Ä (3 + 3a2

3 + 2a2
1) _a3 (37)

上式を連立して

_a1 = Ä2a2 Ä a3
2 Ä 3a3 Ä a3

3 Ä 4a3
1 Ä 2a2

1a3 (38)

_a2 = Ä(2 + 2c1)a2 Ä (1 + 2c2)a3
2 Ä 3a3
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Äa3
3 Ä 4a3

1 Ä 2a2
1a3 (39)
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3 + 2a2
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f°x1 + (c1 + 2

+3(c1 + 1)a2
2) _a2 + 4(3a2

1 + a1a3) _a1g

=
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1)
fÄc3(x1 Ä x2)

Äc4(x1 Ä x2)3 + c5u + (c1 + 2

+3(c1 + 1)a2
2) _a2 + 4(3a2

1 + a1a3) _a1g

=
1

Ä(3 + 3a2
3 + 2a2

1)
fÄc3a2 Ä c4a3

2 + c5u

+(c1 + 2 + 3(c1 + 1)a2
2) _a2

+4(3a2
1 + a1a3) _a1g

= v (40)

整理すると

_a =

264 _a1

_a2

_a3

375 =

264 0 Ä2 Ä3

0 Ä2(c1 + 1) Ä3

0 0 0

375264 a1
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375 v

= AG<1;3>G<3>(a) + Bv (41)

v = ÄRÄ1BT PG<1;3>G<3>(a) (42)

このシステムについては、GAで解を見つけるこ

とができた。(40)式から (uと vの関係)uについて

整理し、u(a1; a2; a3)を u(x1; x2; _x1)へもどしてや

り、この uを Xシステムに用いてシミュレーショ

ンをする。

Aシステムについて GAをして求まった PG<1;3>

は、

PG<1;3> =

264 15:084707 Ä9:352079 Ä1:938935

Ä9:352079 15:379049 Ä0:086860

Ä1:938935 Ä0:086860 16:629038

Ä3:108627 Ä2:640199 3:788145 2:294327

Ä1:320099 4:588654 Ä4:191762 Ä6:613920

1:894073 Ä4:191762 Ä0:925299 2:756572

Ä4:191762 Ä0:462650 19:697646 Ä27:839636

5:513145 0:257121 Ä9:279879 38:712556

0:514243 Ä4:964546 Ä4:245849 Ä3:781320

Ä12:737547 38:712556 Ä7:562639 30:047615

Ä3:781320 1:211564 Ä3:991077 Ä1:825066

30:047615 Ä1:995538 Ä3:650131 2:615348

0:403855 Ä1:995538 Ä1:825066 0:871783

16:419501 Ä3:975420 42:108795 0:162099

Ä1:325140 42:108795 0:486296 10:532609

375
(43)

ただし Aシステムを用いた GAでの PG<1;3>の要

素の探索範囲は-20.0から 20.0まで。

XシステムでのM; K1; D1; K3は次のようにした。

M = 1:0; K1 = 0:1; D1 = 0:1; K3 = 0:15 (44)

初期値をそれぞれ x1(0) = 0:2; x2(0) = 0:1;

_x1(0) = Ä0:4として応答を調べた。

0 10 20 30-0.4

-0.3

-0.2

-0.1

0

0.1

0.2

time[s]

x1
x2

x1
.

Fig. 6　 State responses with control

7. おわりに

今回は、制御したいシステムにおいてGAが解

を見つけ出す事ができなかった場合、変数変換を
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Fig. 7　 State responses without control

用いる事によって、システムを変換して、GA で

解を見つけ出し、制御に利用する手法について中

心に述べた。ただ、この変数変換は手探りなので、

今後はこの変数変換を自動的にできるようにした

い。また、どのような非線形多項式が制御できて、

どのような非線形多項式ができないのかを数学的

に検討したい。
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