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1. まえがき

2次モードとは，極や零点のようにシステムに固

有の値であり，ハンケル特異値ともよばれる．極

や零点はシステムの安定性や過渡応答などに関し

て極めて重要な値であることが広く知られている

が，一方2次モードは詳しい性質はあまり明らか

にされていない．そこで，その詳しい性質を明ら

かにすることが著者らの研究の目的である．

現時点で2次モードは，モデルを低次数化する

際や，丸め誤差および統計的感度の最小値を求め

る際に用いられることがわかっている．1次元の離

散時間システム（ディジタルフィルタ）において，

周波数変換に対して2次モードが不変であるとい

う性質が証明されており1)，これによってシステ

ムの実現と動的性質に関する重要な性質が得られ

ている．また，分母分離形2次元離散時間システム

において，ある条件を満足する周波数変換を適用

した場合に限り，2次モードの不変性が成立するこ

とが証明されている2)．

一方，1次元の連続時間システム（アナログフィ

ルタ）においても，周波数変換に対する2次モー

ドの不変性が証明されている3)．連続時間システ

ムの周波数変換に用いられる変換変数の一般形は

リアクタンス関数，すなわちLC回路の駆動点イン

ピーダンス関数である．本稿では，RC回路の駆動

点インピーダンス関数を変換変数に用いた際の2

次モードの解析を行う．

2. システムの表現と2次モード

N次の1入力1出力の安定な連続時間システムを

考える．Fig.1に示すように，このシステムを状態

空間表現で表した場合の係数行列をA, b, c, dとす

ると，伝達関数H(s)は係数行列を用いて以下のよ

うに表すことができる．

H(s) = c(sIN − A)−1b + d (1)
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Fig. 1 　システム

システム(A, b, c, d)に対して，次のリアプノフ方程

式の解KとWは可制御性グラミアンおよび可観測

性グラミアンとよばれる．

AK + KAt = −bbt (2)

AtW + WA = −ctc (3)

ここで，(A, b, c, d)が最小実現であれば，可制御性

グラミアンKと可観測性グラミアンWは正定対称

行列となる．このとき，行列積KWの固有値はす

べて正であり，その平方根θi(i = 1, 2, · · ·N)をこの

システムの2次モードという．

3. RC回路の駆動点インピーダン

ス関数を持つシステム

M次のRC回路の駆動点インピーダンス関数1/F (s)

を考える．RC回路の駆動点インピーダンス関数は

一般的に以下のように表される関数である4)．

1
F (s)

=
c0

s
+

K∑
n=1

c2n−1

s + σ2n−1
+ c∞ (4)

ここで，c0 >= 0, c2n−1 > 0, σ2n−1 > 0 (n =

1, 2, · · · ,K <= M), c∞ >= 0である．本報告では，

c∞ = 0とする．

1/F (s)の状態空間表現を(α,β,γ, δ)とすると，

1/F (s) = γ(sIM − α)−1β + δ (5)

である．ここでは，(α,β,γ, δ)は最小実現である

とする．

Fig. 2 　変数変換

このとき，RC回路の駆動点インピーダンス関数

をもつシステムの状態空間表現に関して，次の定

理が成立することが知られている5)．

定理1 1/F (s) = γ(sIM − α)−1β + δ

がRC回路の駆動点インピーダンス関

数であるための必要十分条件は，次の

関係を満たす正定対称行列Qと，ある

M次元横ベクトル lが存在することで

ある．

αtQ−1 + Q−1α = −ltl (6)

Q−1β = γt (7)

ただし，δ = 0とする．

4. 変数変換後のシステム

Fig.2のように，N次の伝達関数H(s) = c(sIN −
A)−1b + d に対して，RC回路の駆動点インピー

ダンス関数1/F (s) = γ(sIM −α)−1β + δ を用いて

s ← F (s)の変数変換を行うことを考える．この変

数変換を行って得られるシステムを(Ā, B̄, C̄, D̄)

として，このシステムを(A, b, c, d)と(α,β,γ, δ)を

使って表すことを考える．

いま，H(s)の次数はN次であり，1/F (s)の次数

はM次であるから，H(F (s))の次数はMN次とな

る．そこで，MN次の状態変数ベクトルをv(t)と

すると，H(G(s))の状態方程式は以下のように与
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えられることが知られている1)．

dv(t)
dt

= Āv(t) + B̄u(t) (8)

y(t) = C̄v(t) + D̄u(t) (9)

ここで，Ā, B̄, C̄, D̄は以下のように与えられる．

Ā = IN ⊗ α + A(IN − δA)−1 ⊗ βγ (10)

B̄ = (IN − δA)−1b ⊗ β (11)

C̄ = c(IN − δA)−1 ⊗ γ (12)

D̄ = d + δ − c(IN − δA)−1b (13)

ここで，RC回路の駆動点インピーダンス関数1/F (s) =

γ(sIM −α)−1β + δにおいて，δ = 0であることを

用いると，式(10)–(13)は以下のように簡潔になる．

Ā = IN ⊗ α + A ⊗ βγ (14)

B̄ = b ⊗ β (15)

C̄ = c ⊗ γ (16)

D̄ = d (17)

RC回路の駆動点インピーダンス関数1/F (s)によ

る変数変換後のシステム(Ā, B̄, C̄, D̄)の可制御性

グラミアンをK̄，可観測性グラミアンをW̄とする

と，これらは以下のリアプノフ方程式の解である．

ĀK̄ + K̄Ā
t = −B̄B̄

t (18)

Ā
t
W̄ + W̄ Ā = −C̄

t
C̄ (19)

5. 変数変換後の2次モード

本節では，変数変換後の2次モードを求める．

可制御性グラミアンと可観測性グラミアンによ

り2次モードは定義されるので，まず変数変換後の

各グラミアンを求める．そして，求められた各グ

ラミアンから，変数変換後の2次モードを求める．

5.1 変数変換後の可制御性グラミアン

変数変換後の可制御性グラミアンK̄を求める．

まず，リアプノフ方程式を参考に以下の計算を行

う．式の変形においては，定理１の式(6)–(7)，お

よび式(14)のĀと式(15)のB̄ を用いている．

Ā(K ⊗ Q) + (K ⊗ Q)Āt + B̄B̄
t (20)

= (IN ⊗ α + A ⊗ βγ)(K ⊗ Q)

+ (K ⊗ Q)(IN ⊗ α + A ⊗ βγ)t

+ (b ⊗ β)(b ⊗ β)t (21)

= (IN ⊗ α)(K ⊗ Q) + (K ⊗ Q)(IN ⊗ α)t

+ (A ⊗ βγ)(K ⊗ Q) + (K ⊗ Q)(A ⊗ βγ)t

+ (b ⊗ β)(bt ⊗ βt) (22)

= (INK) ⊗ (αQ) + (KIN ) ⊗ (Qαt)

+ (AK) ⊗ (βγQ) + (KAt) ⊗ (Qγtβt)

+ (bbt) ⊗ (ββt) (23)

= K ⊗ (αQ) + K ⊗ (Qαt)

+ (AK) ⊗ (ββtQ−tQ)

+ (KAt) ⊗ (QQ−1ββt)

+ (bbt) ⊗ (ββt) (24)

= K ⊗ (αQ + Qαt)

+ (AK) ⊗ (ββt) + (KAt) ⊗ (ββt)

+ (bbt) ⊗ (ββt) (25)

= K ⊗ (−QltlQ)

+ (AK + KAt + bbt) ⊗ (ββt) (26)

= −K ⊗ (QltlQ) + 0N ⊗ (ββt) (27)

= −K ⊗ (QltlQ) (28)

結局，式(20)と式(28)から次式が得られる．

Ā(K ⊗ Q) + (K ⊗ Q)Āt + B̄B̄
t

= −K ⊗ (QltlQ) (29)

式(29)から式(18)を引くと，以下の式が得られる．

Ā(K ⊗ Q − K̄) + (K ⊗ Q − K̄)Āt

= −K ⊗ (QltlQ) (30)

ここで，リアプノフ方程式について以下の安定性

に関する定理がある6)．
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定理2 Aが漸近安定のとき，任意の

Y = Y t > 0に対してリアプノフ方程

式AtX + XA = −Y は一意解 X =

Xt > 0を持つ．

式(30)と定理2から，以下の式が導ける．

K ⊗ Q − K̄ > 0 (31)

5.2 変数変換後の可観測性グラミアン

変数変換後の可観測性グラミアンW̄を求める．

前節と同様，まずリアプノフ方程式を参考に以下

の計算を行う．式の変形においては，定理１の式

(6)–(7)，および式(14)のĀと式(16)のC̄ を用いて

いる．

Ā
t(W ⊗ Q−1) + (W ⊗ Q−1)Ā

+ C̄
t
C̄ (32)

= (IN ⊗ α + A ⊗ βγ)t(W ⊗ Q−1)

+ (W ⊗ Q−1)(IN ⊗ α + A ⊗ βγ)

+ (c ⊗ γ)t(c ⊗ γ) (33)

= (IN ⊗ α)t(W ⊗ Q−1)

+ (W ⊗ Q−1)(IN ⊗ α)

+ (A ⊗ βγ)t(W ⊗ Q−1)

+ (W ⊗ Q−1)(A ⊗ βγ)

+ (ct ⊗ γt)(c ⊗ γ) (34)

= (INW ) ⊗ (αtQ−1) + (WIN ) ⊗ (Q−1α)

+ (AtW ) ⊗ (γtβtQ−1)

+ (WA) ⊗ (Q−1βγ)

+ (ctc) ⊗ (γtγ) (35)

= W ⊗ (αtQ−1) + W ⊗ (Q−1α)

+ (AtW ) ⊗ (γtγQtQ−1)

+ (WA) ⊗ (Q−1Qγtγ)

+ (ctc) ⊗ (γtγ) (36)

= W ⊗ (αtQ−1 + Q−1α)

+ (AtW ) ⊗ (γtγ) + (WA) ⊗ (γtγ)

+ (ctc) ⊗ (γtγ) (37)

= W ⊗ (−ltl)

+ (AtW + WA + ctc) ⊗ (γtγ) (38)

= −W ⊗ (ltl) + 0N ⊗ (γtγ) (39)

= −W ⊗ (ltl) (40)

結局，式(32)と式(40)から次式が得られる．

Ā
t(W ⊗ Q−1) + (W ⊗ Q−1)Ā + C̄

t
C̄

= −W ⊗ (ltl) (41)

式(41)から式(19)を引くと，以下の式が得られる．

Ā
t(W ⊗ Q−1 − W̄ ) + (W ⊗ Q−1 − W̄ )Ā

= −W ⊗ (ltl) (42)

式(42)と前節の定理2から，以下の式が導ける．

W ⊗ Q−1 − W̄ > 0 (43)

5.3 変数変換後の2次モード

変数変換後の2次モード θ̄を求める．式(31)と式

(43)から，次式が得られる．

KW ⊗ IM > K̄W̄ (44)

ここで，正定行列に関して以下の定理がある7)．

定理3 n×nの複素行列A,Bは共にエ

ルミートであるとし，A,Bの固有値を

大きいものから順にλ1 >= λ2 >= · · · >= λn

と番号をつけるものとする．A > Bの

とき，λi(A) > λi(B) (i = 1, 2, · · · , n)

が成立する．

式(44)と定理3，および2次モードの定義より，変

数変換前の2次モード θと変換後の2次モード θ̄の関

係は以下のようになる．

θi > θ̄j (45)(
i = 1, 2, · · · , N

j = M(i − 1) + 1,M(i − 1) + 2, · · · ,Mi

)
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Fig. 3 　振幅特性

ただし，θ1 >= θ2 >= · · · >= θN , θ̄1 >= θ̄2 >= · · · >= θ̄M

である．

以上より，RC回路の駆動点インピーダンス関数

による変数変換対して，連続時間システムの2次

モードは減少することを示した．

6. 計算例

RC回路の駆動点インピーダンス関数1/F (s)によ

る変数変換に対して，2次モードが減少する例を

示す．

まず，以下の2次の伝達関数を考える．

H(s) =
1

s2 + 1.414s + 1.000
(46)

この伝達関数は，遮断周波数1[rad/sec]の2次バタ

ワースフィルタであり，Fig.3の実線に示すような特

性をもつ．このシステムの状態空間表現(A, b, c, d)

は以下のように与えられる．

(
A b

c d

)
=

⎛
⎜⎝

−1.414 −1.000 1
1.000 0 0

0 1 0

⎞
⎟⎠ (47)

このシステムの2次モード θは次のように得られる．

(θ1, θ2) = (0.683, 0.183) (48)

システム(A, b, c, d)に，式(4)において(c0, c1, c3,

σ1, σ3) = (1, 2, 3, 4, 5)としたs ← F (s)の変数変換

を適用する．変換後のシステムの特性は図3の点線

のようになり，2次モード θ̄は次のように得られる．

(θ̄1, θ̄2, θ̄3, θ̄4, θ̄5, θ̄6) = (0.424, 0.131, 0.049,

0.007, 0.000, 0.000) (49)

したがって，式(48)と式(49)から，RC回路の駆

動点インピーダンス関数1/F (s)による変数変換に

対して，2次モードは減少することが確認できる．

7. あとがき

本報告では，RC回路の駆動点インピーダンス関

数による変数変換対して，連続時間システムの2

次モードは減少することを示した．
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