
計測自動制御学会東北支部第222回研究集会（2005．6．29）  

資料番号222－6  

周波数変換に対する線形連続時間システムの  
平衡形実現について  

BalancedRealizationofLinearContinuous－TimeSystems  

undern・equenCyTransfbrmation  

○越田俊介，阿部正英，川又政征  

OShunsukeKoshita，MasahideAbe，MasayukiKawamata  

東北大学大学院工学研究科  

GraduateSchoolofEngineering，TohokuUniversity   

キーワード：平衡形実現（balancedrealization），可制御性グラミアン（controllabilityGramian），可観測性グラ  

ミアン（observabilityGramian），周波数変換（＆equencytranSformation），リアクタンス関数（reaJ：tanCefunCtion），  

ケーリー変換（Cayleytransform）  

連絡先：〒980－8579 仙台市青葉区荒巻字青葉♭6－05東北大学大学院工学研究科電子工学専攻川又研究室  

越田俊介，恥1∴（022）795－7095，Fax・：（022）263－9169，Bmail：k。Sita①血QCei．toboku．ac．jp  

1． はじめに  

線形システムの平衡形実現は，システムの状態  

空間表現における可制御性グラミアンと可観測性  

グラミアンが互いに一致するような実現であり，  

モデルリダクションとよばれる線形システム近似  

理論の基礎となっている1，2，3，4，5）．また，平衡形  

実現は線形システムの統計的感度最小構造と一致  

することが知られており，信号処理の分野では，こ  

の理論によって高精度ディジタルフィルタの合成  

法が与えられていが）．   

周波数変換は，与えられたシステムの伝達関数  

に対して特定の変数変換を適用して別の伝達関数   

を得る手法である．この手法は主に信号処理の分   

野で重要な役割を果たしており，フィルタの簡易  

設計や可変ディジタルフィルタ実現の基礎理論と  

なっている7，8，9，10，11）．   

本稿では，線形連続時間システムを対象として，  

周波数変換によって得られるシステムの平衡形実   

現を求めるための新しい手法を提案する．具体的   

には，ある与えられたシステムの平衡形実現から，  

伝達関数を介することなく別のシステムの平衡形  

実現を求める．すなわち，平衡形実現を保存する  

新しい周波数変換を導出する．  

2．線形連続時間システムの状態  

空間表現と平衡形実現  

2．1 状態空間表現  

〃次の1入力1出力の安定な伝達関数ガ（5）をも  

つ線形連続時間システムの次の状態空間表現を考  
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観測性グラミアンとよばれる．  

A∬＋∬Af＝－bbt  

A士w＋lγA＝－CtC  

（A，b，C，d）が最小実現であれば，この∬とlγは対  

称正定行列となる．また，（4）式の等価変換に対し  

て，∬とWは次式のように変化する．  

Fig．1線形連続時間システムの状態空間表現   

える．  
∬′＝r‾1gT‾t   

lγ′＝で電Ⅳr   ＝Aヱ（±）＋b叫）  （1）  

y（t）＝C諾（士）＋血（f）  （2）   

ここで，項），y（t）と正中）はそれぞれシステムの入  

九出力およびⅣ×1の状態ベクトルであり，A，b，C，d  

は適当なサイズの係数行列である．また，システ  

ム（A，b，e，d）は最小実現であるとする・係数行列  

と伝達関数∬（β）は  

ガ（β）＝d＋c（βトA）‾1b   （3）   

の関係にある．このシステムのブロック図を図1に   

示す．   

与えられた伝達関数ガ（β）を満足する状態空間表  

現の係数は無限に存在する．すなわち，システム  

（A，b，C，d）において，任意のⅣ×Ⅳの正則行列rを  

用いて状態ベクトル影（t）を  

以下に述べるように，線形システムの平衡形実  

現は，可制御性グラミアンと可観測性グラミアン  

が同一となるような構造として定義される．   

定義1次式のように，可制御性グラミアンと可観  

測性グラミアンが一致し，かつそれぞれが対角で  

あるとき，システム（A，b，e，d）は平衡形実現であ  

るという．  

（9）  

．打＝Ⅵ′＝㊥  

㊥＝diag（βd），β1≧β2≧…∂N＞0（10）   

ここで，鋸ま2次モードまたはハンケル特異値とよ  

ばれ，行列積」打Ⅵ′の固有値の正の平方根として定   

義される．  

2次モードは，（4）式の等価変換に対して不変な量  

である．これは，（7ト（8）式より∬′Ⅳ′＝r‾1gⅣr  

となることから容易に示される．  

芯′（f）＝r‾1a申）  

と変換したとき，新しい状態厄′（亡）を有するシステ  

ム（A′，b′，C′，d′）＝（r‾1A7「，r‾1b，Cr，d）もまた伝  

達関数ガ（β）を満足する・このように，状態空間表  

現の係数すなわちシステムの構造がrによって変  

化しても伝達関数は変化しないので，（4）式の変換  

は等価変換とよばれる．  

3．周波数変換  

本章では，線形連続時間システムの周波数変換  

について述べる．また，周波数変換において用い  

られるリアクタンス関数について述べ，リアクタ   

ンス関数が厳密にプロパー である場合に成立する  

補題を導入する．さらに，周波数変換によって得   

られるシステムの状態空間表現における係数と可  

制御性・可観測性グラミアンに関する補題および  

定〕型を導入する．  

2．2 可制御性・可観測性グラミアンと平  

衡形実現  

システム（A，♭，C，d）に対して次のリアプノフ方  

程式の解」打とlγは可制御性グラミアンおよび可  
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わち，1／甘（5）が次式のように表されているとする．  
Tablel周波数変換の代表例  

周波数変換   関数1／ア（β）   

低域一低域変換   望且  
β   

低域一高域変換   β  
し〕ハ   

低域一帯域変換   岩親   

低域一帯域阻止変換  』三：±鎚 △∩（8   

∂＋7（β∫〟－α）‾1β   （12）  

ここで，1／ダ（β）が厳密にプロパーであることから  

∂＝0となる・また，（α，β，7，0）は最小実現である  

とする．このとき，次の補題が成立する13）．   

補題1関数1げ（β）＝7（5∫〃－α）‾1βがリアクタ  

ンス関数であるための必要十分条件は，次式の関係  

を満足する対称正定行列Qが存在することである．  

αQ十Qαt、＝0几す  （13）  

β＝Q7t  （14）   

ここで，0几すは〟×〟の零行列である．  

3．1 周波数変換とリアクタンス関数  

線形連続時間システムの周波数変換は，与えら  

れた〃次の伝達関数ガ（β）に対して1／β←1／甘（β）の  

変数変換を適用することにより，新しい伝達関数  

ガ（ダ（β））を得る手法である・ここで，1伊（頼ま次  

式で与えられる〟次のリアクタンス関数12，13）で  

ある．  

3．3 周波数変換によって得られる線形連  

続時周システムの状態空間表現  

ここでは，周波数変換によって得られるシステ  

ムガ（F（β））の状態空間表現の係数と可制御性・可  

観測性グラミアンについて述べる．   

まず，∬（ダ（β））の状態空間表現の係数に関する  

次の補題を導入する14）．   

補題2〃次の安定な伝達関数ガ（β）および〟次の厳  

密にプロパーなリアクタンス関数1げ（β）の状態空  

間表現の係数をそれぞれ（A，b，e，d）および（α，β，7，0）  

とする・このとき，周波数変換1／β←1げ（β）によっ  

て得られるシステムガ（ダ（β））は  

ガ（ダ（β））＝扁＋否（β∫〟Ⅳ一元）‾1石 （15）   

と表され，（耳盲，否，和ま次式で与えられる．  

互＝∫ん⑳α＋A⑳（β7）  （16）  

石＝b⑳β  
（17）  

・A∞β（11）  
告・哉  

周波数変換の代表例として，低域一低域変換・低域一  

高域変換・低域一帯域変換・低域一帯域阻止変換に  

おいて用いられる関数1げ（β）を表1に示す・表1  

において，山。，n。，△は変換後のシステムガ（ダ（β））  

の遮断周波数，中心周波数，帯域幅をそれぞれ決  

定する変数である．  

（11）式において，A∞＝0となるときリアクタ  

ンス関数1／∫（β）は厳密にプロパーとなり，逆に  

A∞≠0のときはインプロパーとなる．表1の周波  

数変換では，低域一低域変換および低域一帯域変換  

に串ける1／ア（β）が厳密にプロパーであり，低域一高  

域変換および低域一帯域阻止変換における1ノ甘（β）  

がインプロパーである．本稿では，リアクタンス  

関数1／甘（β）は厳密にプロパーであると仮定して議  

論する．  

己＝C＠7   

扁＝d  

3．2 厳密にプロパーなリアクタンス関数  

の状態空間表現  

且オ次の厳密にプロパーなリアクタンス関数1／ダ（β）  

の状態空間表現の係数を（α，β，7，∂）とする・すな  

補題1と補題2を利用すると，システム（互，石，否，云）  

の可制御性・可観測性グラミアンに関する次の定  

理が得られる15，16）．  

ー3－   



は，1／ダ（β）の状態空間表現の係数（α，β，7，0）を用  

いて次式のように与えられる．  

定理1ガ（ダ（β））の状態空間表現の係数が（16ト（19）  

式で与えられるとき，このシステムの可制御性グ  

ラミアン育と可観測性グラミアン帝は次のように  

表される．  

（23）   

（24）   

（25）   

（26）  

αb＝α－β7   

βむ＝ヽ乃β   

7b＝㍉7  

∂b＝－1  

斎＝∬⑳Q  

弓祈＝lγ⑳Q‾1  

ここで，打とⅥ′はシステム（A，b，C，d）の可制御性・  

可観測性グラミアンであり，Qは（13ト（14）式を満  

足する対称正走行列である．  

このようにして得られたシステムに関して，次の  

補煩が導かれる．   

補題3伝達関数為（β）とその状態空間表現（αむ，βゎ，7b，∂む）  

が，（22）式および（23）－（26）式によってそれぞれ与  

えられているとする．このとき，以下の1）－3）が成  

立する．   

1）伝達関数為（β）は全域通過特性を有する・す  

なわち，任意の実数nに対してl昂（Jn）l＝1  

が成立する．  

2）システム（αb，βい7む，∂b）は次式を満足する・  

αbQ＋Qα吉＋β誠＝0几グ （27）  

Qr′邑＝－βむ （28）  

∂g＝1  （29）  

ここで，Qは補題1の（13ト（14）式によって与  

えられる対称正走行列である．  

3）システム（αむ，βゎ，7い∂b）の可制御性グラミア  

ン∬ぁと可観測性グラミアンlγbは，上述の  

対称正定行列Qを用いてそれぞれ次のよう  

に与えられる．  

4．平衡形実現を保存する周波数  

変換の導出  

本章では，前章で述べた補題および定理を利用  

して，平衡形実現を保存する周波数変換を導出す  

る．すなわち，システムガ（ダ（β））の平衡形実現を  

ガ（β）および1／ダ（β）の状態空間表現に基づいて導出  

する．   

定理1より，次の2つの条件が同時に満たされる  

とき，ガ（F（β））の状態空間表現は平衡形となるこ  

とがわかる．   

1）∬＝lγ＝㊥が成立する・  

2）Q＝∫〟が成立する・   

条件1）は，ガ（β）の状態空間表現が平衡形実現とな  

るようにシステム（A，♭，C，d）を等価変換すること  

によって満足される．したがって，以下では条件  

2）を満足させるための方法について述べる・   

まず，リアクタンス関数1／ダ（β）に対して以下の  

変換を適用することを考える．  

．打b＝Q  

lγb＝Q‾1   

証明 まず、2）を示す・（23ト（25）式より，  

α＝αむ＋β7  

1／ダ（β）－1  

（22）  為（β）＝   

1／ダ（β）＋1   

この変換はケーリー変換12，17）またはメビウス変  

換18，19）とよばれ，正美関数を有罪実関数に変換す  

る・為（β）の状態空間表現における係数（αb，βb，7い∂b）  
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がいえるので，上式を（13）－（14）式に代入して整理  

することにより，（27ト（28）式が得られる．（29）式は  

自明である・以上よ・り，2）が示される・3）は，（27ト  

（28）式の関係から容易に導かれる・1）は，（27ト（29）  

式が無損失有界実関数の必要十分条件となること   

から得られる．  □   

補題3より，ガ（グ（β））の平衡形実現の条件Q＝  

∫〟は，リアクタンス関数1／ダ（β）にケーリー変換  

を適用して得られるシステム昂（β）の状態空間表現  

が平衡形実現となるときに満足される．すなわち，  

（αむ，βb，7b，∂b）と等価なシステム（g‾1αbβ，g‾1βい  

7むg，∂b）が平衡形となるような正則行列βを用いて  

リアクタンス関数1げ（β）の状態空間表現を（5‾1α5，  

g‾1β，75，0）と等価変換することにより，Q＝∫〟  

が満足される．   

以上の結果より，周波数変換によって得られる  

システムガ（∫（β））の平衡形実現は，以下の手順に  

よって得られる．   

1）ガ（β）の状態空間表現（A，む，C，d）に対して適当  

な正則行列rを用いて等価変換を適用し，ガ（β）  

の平衡形実現（r‾1A71，r‾1b，Cr，d）を求める．  

2）周波数変換に用いるリアクタンス関数1／甘（β）  

の状態空間表現（α，β，7，∂）に対して（23）－（26）  

式のケーリー変換を適用し，全域通過関数  

為（β）の状態空間表現（αb，βb，7い∂b）を得る．  

3）手順2）で求めた（αb，βb，7b，Jb）の等価変換   

（g‾1αむg，g‾1βb，7bβ，∂b）が平衡形となるよ  

うな正則行列gを求める．  

4）手順3）で求めた正則行列gを用いて，リアク  

タンス関数1／F（β）の状態空間表現（α，β，7，0）  

を（5‾1αg，g‾1β，7g，0）に等価変換する．  

5）手順1）と手順4）で求めた係数（T「1Ar，r‾1b，  

cr，d）および（g‾1αg，g‾1β，7g，0）を用いて   

（16ト（19）式の周波数変換を行い，係数（貢，石，否，扁）  
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Fig・2 システムガ（β）とガ（∫（β））の振幅特性  

を得る・このようにして得られた（元，石，ち扇）   

が，ガ（ダ（β））の平衡形実現となる．  

5．計算例  

伝達関数ガ（β）が次式で与えられる2次の線形連  

続時間システムを考える．  

茸（β）＝  
（35）  β2＋1．4142β十1   

このシステムに対して，次式の厳密にプロパーな  

リアクタンス関数1／∫（β）による周波数変換を適用  

する．  

一百  （36）  

上式の関数を用いた周波数変換によって得られる  

システムの伝達関数ガ（∫（β））は次のように求まる．  

16β2  

∬（ダ（β））＝   
β4＋5．6569β3＋34β2＋50．9117β＋81  

（37）  

ガ（β）と∬（ア（β））の振幅特性を図2に示す．伝達関数  

ガ（ダ（β））が（37）式で与えられるシステムの平衡形  

実現を，前章で述べた手順に従って求める．   

まず，（35）式の伝達関数ガ（β）の状態空間表現に  

おいて，標準形の係数（A，b，C，d）は次のように与  

えられる．   

A＝（ 
‾1・‡142津＝（り  
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このシステムは，Q＝∫2を満足させる・  

（40）式と（45）式を用いて（16）－（19）式の周波数変  

換を行うと，以下のシステムが得られる．  

c＝（01）メ＝川  

上式のシステムに対して  

（38）  

（  

0．3307 －1．2343  

0．6389 0．6389   
ー3．2660 0  

0  0  

－4．4614 3   

－3  0  
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による等価変換を適用すると，以下のシステムが  

得られる．  
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（40）  ，d′＝0  0．6389 0．6389  C ＝  

（46）  
d＝0  

上式のシステム（A′，わ′，C′，d′）における可制御性グ  

ラミアン∬′と可観測性グラミアンlγ′は  

∬′＝lγ′＝diag（0．6830，0．1830） （41）   

となるので，（40）式のシステムは平衡形実現であ  

る．   

次に，リアクタンス関数1／ダ（β）において，Q＝  

∫〃を満足させる状態空間表現の係数を求める・  

（36）式の伝達関数1／甘（β）の状態空間表現において，  

標準形の係数は次のように与えられる．  

上式のシステムにおける可制御性グラミアン育と  

可観測性グラミアン一帯は次のように求まる．   

斎＝評＝diag（0．6830，0．6830，0．1830川・1830）  

（47）   

したがって，（46）式のシステムはガ（ダ（ざ））の平衡形  

実現である．この結果から，前章で述べた手順に  

よる手法が平衡形実現を保存する周波数変換であ  

ることが確認される．  
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6．おわりに   

本稿では，リアクタンス関数が厳密にプロパー  
であるという仮定のもとで，線形連続時間システ  
ムの平衡形実現を保存する新しい周波数変換の手  
法を提案し，その計算例を示した．今後は，リア  
クタンス関数がインプロパーである場合において  
同様の議論を展開する予定である．さらに，平衡  
形実現に限らず，入力正規形・出力正規形・丸め  
誤差最小構造といった他の重要な実現を保存する  
ような周波数変換の導出についても検討する予定  
である．   
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（42）  

上式のシステムにケーリー変換を通用すると，次   

の全域通過特性を有するシステムが得られる．   

αb＝（14ご），βb＝（1・竃42）   
7む＝（5・65690），∂b＝－1  （43）  

このシステムを平衡形実現に等価変換するための   

正則行列gは次式で与えられる．  
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