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�� はじめに

インターネットおよびパソコンの普及に伴い，

待ち行列システムを利用したトラヒック解析やシ

ステム設計が進められている。待ち行列システム

は大きく分けて，外部から到着した客を窓口で処

理し退却する開システムと，外部からの客の出入

りがまったくない閉システムがある。前者のモデ

ルは一般的なモデルであり様々なモデルが取り上

げれられ，解析が進められている。しかし，後者

のモデルについては，文献を調査してもあまり取

り上げられていないのが現状である �� �� �� �� ��。

後者のモデルとしては，故障と修理のモデルがよ

く適合している �� ��。この場合，各要素の故障時

間分布および修理時間分布がともに指数分布の場

合において解析が進められている。また，全要素

数が n 個からなるシステムにおいて，最低 m 個

の要素が正常に稼動していれば，システム全体が

正常稼動であるという m out of nシステムの振る

舞いも，このようなモデルとなる。ただし，故障

した要素は修理され，修理終了後システムに戻さ

れ稼動するものとする。

本論文は，このようにモデル化できる情報シス

テムが数多く存在するものと考え，故障要素を修

理する m out of nシステムにおいて，修理時間分

布が一般分布に拡張した場合の解析を進める。そ

して，修理時間分布が k 相アーラン分布に従う場

合の数値計算を行い，このようなシステムの評価

量について検討を加える。

�� 修理を有する m out of N ��

システムのモデル

本論文で取り扱う m out of N ��システムは，

N � � 個の要素のうち，最低 m 個の要素が稼動

していれば，システム全体が稼動状態であるとい

� � �



うシステムであり，図 � に示すような閉ループ型

待ち行列システムとしてモデル化できる。すなわ

ち，図において，複数の要素 N � �はそれぞれ独

立に稼動しており，故障が発生しても他の要素へ

の波及はなく，故障した要素は修理場（Server）で

修理されるモデルである。このようなモデルとし

ては，学校でのコンピュータ演習に利用するコン

ピュータシステムがもっともよい例である。すな

わち，N � � 台のパソコンを m 人の学生で演習

を行う場合である。そして，個々のパソコンが故

障しても，他のパソコンには波及せず，別のパソ

コンを利用して演習を進めることが可能である。

そして，故障したパソコンは修理に出される。修

理が完了すれば，再び演習に利用されることにな

る。また，PC クラスタ並列処理システムもこの

ようなモデルとなる。

�

�

�

�

��
��

��
��
��
��

��
��
��
��

��
��

�

�

�

・
・
・

N � �

System
�N � � Elements�

��
Return

	 

End of service

j j j j
Queue length n
（ wn�x� ）

�

Server（rate �）
（Service time x ）

HHHHH � �

Request for service
�rate ��

Fig�� 　The m out of N � � system in this paper�

�� 解析

ここでは，図 �に示す m out of N ��システム

（閉ループ型待ち行列モデル）を中心として，文献

�� ��で示した M�G���N���待ち行列システムの

解析手法を用いて解析を進める。この解析を行う

ため，以下の設定を行う。

��� システムは定常状態であり，先着順処理（修

理）である。

��� 要素数は解析を容易に進めるため N��とす

る。また，各要素はそれぞれ稼動状態に入っ

た後，次に故障が発生するまでの時間分布

を故障率 � の指数分布とする。この故障率

� は，各要素の平均故障時間 �MTBF� Mean

Time Between Failures�が分かれば，その逆

数として与えられる。

�	� 修理場での修理時間分布の確率密度関数を

f�x� とする。そして，この分布の平均修理

時間を Ts とおく。さらに，修理時間が x 時

間経過して次の 
 時間内に修理が終了する

条件付き確率を��x�
�o�
��とおくと，以

下の関係が成立する �� ��。

f�x� � ��x� � e
�

R
x

�

��y� dy
���

��� 任意時刻において，行列長が n ，修理時間

が x である同時確率密度関数を wn�x� とお

く。また，故障中の要素が n��である確率

（状態確率という）を pn�� とおく。このと

き，次の関係が成立する。

pn�� �

Z
�

�

wn�x� dx 　�N � n � �� ���

また，任意時刻において修理場に故障してい

る要素がない確率（状態確率）を p� とする。
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Fig�� The relationship between t�� and �

以上の設定の下で，確率密度関数 wn�x� につ

いて，任意時刻とその
 時間後との関係式は図 �

の修理継続（Continue）において次式となる。

w��x��� � f��N��gf�� ��x��gw��x�

� o���� ���

wn�x��� � f�� �N � n���gf�� ��x��gwn�x�

� �N � n� ����wn���x� � o����

　　　　�N � n � �� ���

wN�x��� � f�� ��x��gwN�x� � ��wN���x�

� o���� ���

� � �



なお，上式 ���は式 ���に含まれるが，以後の展

開において表現式が簡単になるため，記載した。

ここで，
� 
とおけば，上式は以下の差分微分

方程式（状態方程式）となる。

d

dx
w��x� � fN�� ��x�gw��x� 　� 　� ���

d

dx
wn�x� � f�N � n��� ��x�gwn�x�

� �N � n� ���wn���x�

�N � n � �� ���

d

dx
wN�x� � ��x�wN�x� 　� 　�wN���x� �	�

これらの差分微分方程式の一般解は以下のように

なる。

w��x� � C� � e
�N�x�

R
�

�

��y�dy
���

wn�x� �

nX
i��

����iCn�iXn�ie
��N�n�i��x�

R
x

�

��y�dy

　　�N � n � �� ����

wN �x� �

NX
i��

����iCN�ie
�i�x�

R
x

�

��y�dy
����

ここで，Ci �i � 
� ��・・・� N� は修理終了や修理開

始という境界条件で決まる積分定数である。また，

Xn�i は次式である。

Xn�i � � 　�i � ��

�
�N � n� i�・・・�N � n� ��

i�
　　　　�N � n � i � �� ����

さらに，式 ���から状態確率 pn�� は次式となる。

pn�� �

nX
i��

����iCn�iXn�i

�� f���N � n� i���

�N � n� i��

　　　�N � n � �� ����

pN�� � CNTs �

NX
i��

����iCN�i

�� f��i��

i�
����

ここで，f��i��は確率密度関数 f�x� のラプラス

変換であり，次式である。

f
��i�� �

Z
�

�

f�x�e�i�xdx 　　�N � i � �� ����

一方，修理が終了（End of service）し，次の修

理が開始される時点（境界条件）での関係は以下

のようになる。

p� � f�� �N � ����gp�

�

Z
�

�

��x��w��x�dx� o���� ����

w����� �

Z
�

�

��x��w��x�dx

� �N � ����p� � o���� ����

wn���� �

Z
�

�

��x��wn���x�dx� o����

　　　�N � n � �� ��	�

これらを整理し，
 � 
 とおけば，以下の関係

式を得る。

�N � ��� � p� �

Z
�

�

��x�w��x�dx ����

w���� �

Z
�

�

��x�w��x�dx� �N � ���p�

����

wn��� �

Z
�

�

��x�wn���x� dx

　　　�N � n � �� ����

これらに，式 ��� ��
� ����を代入すれば，次の関

係式（漸化式）を得る。

C� �
�N � ��� � p�
f��N��

����

C� � C� �
� � �N � ��f��N��

f���N � ����
����

Cn�� �

nX
i��

����iXn�iCn�i

�
� � N�n

i�� f
���N � n� i���

f���N � n� ����

　　　�N � n � �� 　 ����

CN �

NX
i��

����i��fi� f
��i��gCN�i ����

式 ����から ����で求まる積分定数 Cn を式 ��	�

および ���� に代入すれば，状態確率 pn�� �N �

n � 
� が求まる。なお，状態確率 p� は次式の全

確率の和から求まる。

p� � p� �・・・� pN�� � � ����

以上に示した解析手法は，文献 �� ��で示した

M�G���N���待ち行列システムの解析手法と同じ

方法であるが，行列への故障要素の到着率を要素

� � �



個々の故障の発生率で与えているため，式 ���～

���� の一般解が M�G���N��� 待ち行列システム

の場合より複雑なものになっている。さらに，その

後の展開においても，より複雑な式となっている。

なお，N � 
 の場合の解析は要素数が � 個である

ため，本システムでは意味がない。また，N � �

の場合の解析は上述の解析に含まれている。

�� 数値計算

前章において，理論的に状態確率を求めた。こ

の章では，修理時間分布が k 相アーラン分布に従

う場合における状態確率の数値計算を行う。まず，

修理時間分布が k 相アーラン分布の場合式 ����

は以下のようになる。

f
��i�� �

Z
�

�

f�x�e�i�xdx

�

Z
�

�

�k��k

�k � ���
x
k��

e
�k�x

e
�i�x

dx

� �
k�

i�� k�
�k ����

ここで，� � ��Ts である。表 � および図 	 は要

素数が � ，平均修理時間を �（基準時間），k � �

として，故障率 � に対する状態確率を計算した

ものである。この表および図から，p� は単調減

少し，pN�� は単調増加することがわかる。ただ

し，他の状態確率は故障率 �が大きくなるにつれ，

p�� p�� ���� pN の順に極大値をとる。さらに，アーラ

ン分布の相 k の値について種々の数値計算を行っ

た結果，k の値が大きくなるにつれて，極大点の

確率が高くなっている。例えば，p� の極大値は，

k � � で � � 
��� のとき p� � 
�	���，k � � で

� � 
��� のとき p� � 
�	���，k � �
 で � � 
���

のとき p� � 
�	���，k � �

 で � � 
��	 のと

き p� � 
�	��� のように順に高くなっている。し

かしながら，全体的な傾向は同じである。このた

め，他の数値計算結果については割愛した。なお，

個々の要素の故障率 �は，システムが有限である

ため，さらに大きな値で数値計算を行ってもよい。

なお，数値計算結果の詳細については，口頭発表

時に行う。
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Fig�� 　The probabilities pn vs� ��

�� 検討

前章で求めた状態確率 pn �N�� � n � 
�が与

えれれば，各種評価量が導出できる。そこで，こ

のようなシステムを評価するための量（評価量）

を以下に示し検討する。

��� 状態確率から求まる評価量

　まず，状態確率から評価できる量として，

全要素が稼動状態である確率およびすべて

の要素が修理中である確率があり，それぞれ

p� および pN�� で与えられる。表 � および

図 	においては，p� および p� がこの場合の

評価量となる。

��� 修理に出されている平均要素数および平均

待ち行列長

　修理に出されている平均要素数 L や平均

待ち行列長 Lqはそれぞれ次式で与えられる。

L �

N��X
n��

n � pn ��	�

Lq �

N��X
n��

�n� �� � pn ����

表 �に修理に出されている平均要素数 L の

値を示した。この表から分かるように，�が

� � �



増加するにつれて単調増加し，系内数である

N ��に近づく。このようなシステム設計を

行う場合，� 窓口の待ち行列システムの最適

化 �� ��から修理に出されている平均要素数

が � であるとき，修理場としてもっとも効

率的である。そこで，表 � および図 	 にお

いて，L � � となる故障率は � � 
����であ

る。このとき，p� がほぼ極大値をとる点と

なっている。

�	� 平均滞在時間

　故障要素が修理に出されて戻ってくるまで

の平均滞在時間 W の関係式を求める。まず，

図 � に示す修理継続時点 x に到着し，y 時

間経過後にその修理が終了する。そして，行

列に並んでいる要素数 n � � の修理がすべ

て終了するまでにかかった時間が平均滞在時

間 W となる。従って，平均滞在時間 W お

よび平均待ち時間 Wq は次式で与えられる。

W � Wq � Ts ����

Wq �

NX
n��

Z
�

�

wn�x�fnTs

�

Z
�

�

y
f�x � y�

�� F �x�
dyg � dx

�

NX
n��

fpn�� � nTs

�

nX
i��

����iCn�i �Xn�i

f���N � n� i���

��N � n� i����
g

����

表 �および図 �に平均待ち時間Wq と平均修

理要素数 Lを示した。平均滞在時間 W はこ

れに Ts � �を加えた値となる。この表から，

故障率 � の増加とともに，Wq � N � Ts � �

に近づくことが分かる。

��� m out of N � �システムの稼働率

　図 � に示すモデルがこのような m out of

N ��システムである場合，システム全体が

正常に動作している確率（稼働率）Px は次

式で与えられる。

Px � p� � p� �・・・・� pN���m

�

N���mX
n��

pn ����

表 �において，� out of �システムが正常に

動作する確率は Px � p� � p� � p� で求まり，

図 �に示すグラフおよび表 � となる。なお，

この m out of N � � システムは，全要素数

が N � � 個のうち，最低 m 個の要素が正常

に稼動していれば，システム全体として正常

であるため，多数決冗長システムということ

もある。
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以上，図 � に示すような m out of N � � シス

テム（閉ループ型待ち行列システム）における評

価量を示してきた。情報システムの展開とともに，

このような閉ループ型待ち行列モデルが数多く存

� � �



在するものと考え，その解析手法および評価量を

示した。

�� まとめ

本論文では，m out of N ��システム（閉ルー

プ型待ち行列システム）のモデルを取り上げ，修

理時間分布が一般分布に拡張した場合の状態確率

を求めた。この状態確率について，修理時間分布

が k 相アーラン分布に従う場合の数値計算を行い

検討を行った。さらに，この状態確率から求めら

れる評価量について検討を行った。今後，このよ

うなモデルとなる具体的なシステムに適応し，シ

ステム設計・評価について検討を行う。

　

Table � The state probabilities pn
 L and Wq vs� �
（k � �，� � �，N � � � � ）

� p� p� p� p� p� p	 p
 L Wq Px

���� ������ ������ ������ ������ ������ ������ ������ ������ ������ �����

���� ������ ������ �����	 ������ ������ ������ ������ ������ ������ ������

���� ������ ����	� ������ ������ ������ ������ ������ �����	 �����	 ������

���� ���	�� ����	� ������ ������ ������ ������ ������ ������ ������ ��	���

���� ����	� ���	�	 ���	�	 ���	�� ������ ������ ������ �����	 ������ ������

���� ���	�� ������ ����	� ������ ������ ������ ������ ������ ������ ����	�

���� ������ ����	� ������ ���	�� ������ ���	�� ������ ����	� ��	��� ������

���� ����	� ����	� ���	�� ������ ������ ������ ������ ������ ������ ���	��

���� ����	� ������ ������ �����	 ������ ���	�� ������ ������ ������ ������

���� ������ ������ ������ ������ ������ ������ ������ ���	�� ������ ������

���� ������ ������ ������ �����	 �����	 ������ ������ ������ ������ ������
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