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1. はじめに

システム制御を行う時,制御対象として扱って

いる状態方程式はほとんどが非線形特性を持って

いるため,非線形特性を無視できる場合はよいが,

非線形特性を無視できない場合や非線形特性を考

慮して制御したい場合は,まずその非線形系に対し

て線形化を行う必要がある.多様体論による厳密線

形化は線形化されたシステムを用いて設計された

コントローラで原点近くのみでなく,状態空間全

体での設計を目的とする.一般的には、線形独立で

あるかおよびインボリュティブであるか要素を調

べて、条件を満たす場合のみ、フロベニウス定理

により厳密線形化するための座標変換とフィ－ド

バックに必要な関数を見つけることができる.しか

し、この条件が厳しくて、必ずしも、その関数を

見つけられるとは限らない.ここで一つの工夫とし

て、制御対象を多項式で記述されると予め設定す

ることにより見つけられる関数の様子を把握する.

2. 多項式形非線形系への適用

従来の一入力非線形系の状態方程式

_x = f(x) + g(x)u (1)

x = (x1; x2;ÅÅÅ; xn)T2Rn、f(x) 2 Rn、g(x) 2 Rn

とする. 原点の近傍Vが存在してV上で可制御線形

状態方程式とフィードバック等価であるための必要

十分条件 (1)はfad0
fg; ad

1
fg; ad

2
fg;ÅÅÅ; adnÄ1

f gg(x)が

すべてのx 2 Vにおいて線形独立であり,必要十分

条件 (2)はfad0
fg; ad

1
fg; ad

2
fg;ÅÅÅ; adnÄ2

f gg(x)がV上

でインボリューティブ (Involutive)である.

多項式形非線形系の状態方程式

_x =
NX
k=1

A[1;k]x
[k] + bu (2)

x = (x1; x2;ÅÅÅ; xn)T2Rn、u = (u1; u2;ÅÅÅ; um)T2Rm

は系の入力、A[1;k] 2 Rn×nk、b 2 Rnとする. 　
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可制御条件 (1)fad0
fg,ad1

fg,ad2
fg,ÅÅÅ,adnÄ1

f gg(x) が

すべてx 2 Vにおいて線形独立である条件により

ö(x) =j ad0
fg; ad

1
fg; ad

2
fg;ÅÅÅ; adnÄ1

f g j6= 0 (3)

これを多項式系に使えば

ö(x) =j b;
NÄ1X
k=0

A(1)
[1;k]x

[k];ÅÅÅ;
(nÄ1)(NÄ1)X

k=0

A(nÄ1)
[1;k] x[k] j

ö(x)の次数は Nö= 1
2n(nÄ 1)(N Ä 1)とする

ö(x) =

NöX
k=0

êT[0;k]x
[k] (4)

ö(x) 6= 0 により,ö(x) > 0; or; ö(x) < 0となる.

ñö(x) = ê[0;0]ö(x) =
P2M

k=0
ñêT[0;k]x

[k]と定義する

と,x 2 äで,ñö(x) > 0となる.ただし,Nö = 2Mとす

る.この条件を満たすêT[0;k]を求めるため.

ñö(x) = GT [0;M ](x)PG[M;M ]G
[0;M ](x) (5)

とする.ここで

GT [0;M](x) = [1; xT ; xT [2];ÅÅÅ; xT [M ]]

PG[M;M] =

266664
p[0;0] p[0;1] 0

p[0;1] p[1;1]
. . .

. . .
. . . p[MÄ1]

0 p[MÄ1;M ] p[M;M ]

377775
G[0;M](x) =

26664
1

x
...

x[M ]

37775
線形独立である条件ñö(x) > 0; x 2 äの十分条件

PG<M;M> > 0 (6)

可制御条件 (2)fad0
fg; ad

1
fg; ad

2
fg;ÅÅÅ; adnÄ2

f gg(x)

がV上でインボリューティブ (Involutive)になる条

件により

õij(x) =j ad0
fg; ad

1
fg;ÅÅÅ; adnÄ2

f g; [adifg; ad
j
fg]j (7)

と定義のとき,0 <= i < j <= (nÄ 2),õij(x) = 0.

これを多項式系に使えば

[adifg; ad
j
fg] = (

@adjfg

@xT
)adifgÄ (

@adifg

@xT
)adjfg

=

(NÄ1)(i+j)Ä1X
k=0

A(i;j)
[1;k]x

[k] (8)

õij(x) = jb;
NÄ1X
k=0

A
(1)
[1;k]x

[k];ÅÅÅ;
(NÄ1)(i+j)Ä1X

k=0

A
(i;j)
[1;k]x

[k] j

õij(x)の次数Nöij = (NÄ1)fi+j+ (nÄ2)(nÄ1)
2 gÄ1

となるから,

õij(x) =

NöijX
k=0

êij
T
[0;k]x

[k] (9)

õij(x) = 0により、多項式系のインボリューティブ

(Involutive)の十分条件は

êTij[0;k] = 0 (10)

　　　0 <= i < j <= (nÄ 2),0 <= k <= Nöijとなる.

　可制御条件(1)線形独立と (2)インボリューティブ

が成立するとき,フロベニウスの定理により,原点

近傍VとñV上でLadi
f
gû(x) = 0; [i = 0; 1;ÅÅÅ; (nÄ2)]

とLadnÄ 1
f

gû(x)6=0を満たす c1関数û(x)が存在する.

多項式系は二つ可制御条件を満たし、フロベニウ

スの定理から、多項式形非線形系のû(x)を求める.

[b;
NÄ1X
k=0

A(1)
[1;k]x

[k];ÅÅÅ
(NÄ1)(nÄ1)X

k=0

A(nÄ1)
[1;k] x[k]]

Ä1

= [b0(x); b1(x);ÅÅÅ; bnÄ1(x)]Ä1

=

26664
ãT0 (x)

ãT1 (x)
...

ãTnÄ1(x)

37775 (11)

とする,

0BBBBBBB@
ãT0 (x)

ãT1 (x)
...

ãTnÄ1(x)

1CCCCCCCA
ê
b0(x); b1(x);ÅÅÅ; bnÄ1(x)

ë

=

0BBB@
ãT0 (x)b0(x);ÅÅÅ;ãT0 (x)bnÄ1(x)

...

ãTnÄ1(x)b0(x);ÅÅÅ; ãTnÄ1(x)b(x)

1CCCA

=

0BBB@
1 0

. . .

0 1

1CCCA (12)
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より

ãTnÄ1(x)bi(x) = 0; i = 0;ÅÅÅ; (nÄ 2)

ãTnÄ1(x)bnÄ1(x) = 1 (13)

である. ここで

@û

@xT
= ö(x)ãTnÄ1(x) (14)

とする,

Ladi
f
gû =

@û

@xT
adfig = ö(x)ãTnÄ1(x)bi(x) = 0

LadnÄ 1
f

gû =
@û

@xT
adfnÄ1g = ö(x)ãTnÄ1(x)bnÄ1(x)

= ö(x) 6= 0 (15)

行列の演算により,関数û(x)の微分は

@û

@x
=

1
2 (nÄ1)(nÄ2)(NÄ1)X

k=0

B
(nÄ1)
[1;k] x[k] (16)

で与えられる.これより,û(x)はxのfM0 = 1
2(n Ä

1)(nÄ 2)(N Ä 1) + 1g次の多項式で与えられる.

û(x) =
M0X
k=1

C(0)T
[0;k] x

[k] (17)

B(nÄ1)
[1;k] とC(0)T

[0;k] とにはつぎの関係がある.

xT fB(nÄ1) +
kX
j=1

fB(nÄ1)gõij(i;j)gx[k]

= C(0)T
[0;k+1]x

[k+1]

õij(i; j)は共変添子と反変添子の転置である.

多様体論による厳密線形化は,可制御条件を満

たす関数û(x)が存在し,この関数を用いてシステ

ムを線形化する座標変換とフィ-ドバックの一つは

ò= P (x) =

26666664
û(x)

Lfû(x)

L2
fû(x)

...

LnÄ1
f û(x)

37777775 (18)

u = ã(x) +å(x)v =
v ÄLnfû(x)

LgL
nÄ1
f û(x)

(19)

で与えられる.これらを用いて非線形化システムは

線形化され,可制御になる.

座標変換の要素

Lfû(x) =
@û(x)

@xT
f =

M1X
k=1

C(1)T
[0;k] x

[k]

である。一般的な要素

Lifû(x) =
MiX
k=1

C
(i)T
[0;k]x

[k]

Li+1
f û(x) =

MiX
k=1

C
(i)T
[0;k]

kX
r=1

(xäÅÅÅä f äÅÅÅä x)

=
Mi+1X
k1=1

C
(i+1)T
[0;k] x[k]

LnÄ1
f û(x) =

MnÄ 1X
k=1

C(nÄ1)T
[0;k] x[k]

より,多項式形非線形系の座標変換は

ò = p(x) =

26666664
û

Lfû

L2
fû
...

LnÄ1
f û

37777775 =

266666664

PM0

k=1C
(0)T
[0;k] x

[k]PM1

k=1C
(1)T
[0;k] x

[k]PM2

k=1C
(2)T
[0;k] x

[k]

...PMnÄ 1

k=1 C
(nÄ1)T
[0;k] x[k]

377777775
なる.安定化フィードバックの各要素

Lnfû(x) =
MnX
k=1

C(n)T
[0;k] x

[k]

LgL
nÄ1
f û =

MnÄ 1Ä1X
k=0

bTCf [1;k]x
[k]

v = Ä
nX
k=1

ïkÄ1òk = Ä
nX
k=1

ïkÄ1L
kÄ1
f û (20)

　　によって

_ò=

26664
0 1 0

. . .
...

0 0 ÅÅÅ 1

Äï0 Äï1 ÅÅÅ ÄïnÄ1

37775ò (21)

に変換され座標òは漸近安定になる.

このとき,安定化フィードバック

u = Ä
Pn

k=1 ïkÄ1L
kÄ1
f f +Lnfû(x)

LgL
nÄ1
f û(x)

(22)

となる.多項式形への適用すれば,次式になる.

u = Ä
Pn

k=1

PMkÄ 1

r=1 ïkÄ1C
(kÄ1)T
[0:r] x[r] +

PMn

r=1C
(n)T
[1:r] x

[r]PMnÄ 1Ä1
k=0 bTCf [1:k]x[k]

　　　　　　 (23)
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3. マスバネダンパー系

3.1 マスバネダンパー系１

数値例として,バネに非線形性があるマスバネ

ダンパー系について考える.

f
M

xkxk 3

31 �

x s1 xs2

D

Fig. 1　mass spring damper system

f :系の入力,　M :質量,　D:ダンパー係数,　　

　K1:バネ係数,　K3:非線形要素,　xs1; xs2:変位.

マスバネダンパー系１の運動方程式

°xs1 =
f

M
Ä K1

M
(xs1 Ä xs2)Ä K3

M
(xs1 Ä xs2)3 = u

_xs2 =
K1

D
(xs1 Ä xs2) +

K3

D
(xs1 Ä xs2)3

整理すると（３変数３次系になる.n=3,N=2.)

_x =

264 0 1 0

0 0 0

a1 0 Äa1

375x+ (24)

264 0 0 0 0

0 0 0 0

a2 Ä3a2 3a2 a2

375
26664

x3
1

x2
1x3

x1x
2
3

x3
3

37775+

264 0

1

0

375u
　　a1 = K1=D,a2 = K3=Dは定数である.

非線形系状態方程式 (1)により,運動方程式 (24)

のf(x)と bは

f(x) =

264 x2

0

a1(x1 Ä x3) + a2(x1 Ä x3)3

375(25)

b =

0BBB@
0

1

0

1CCCA (26)

状態方程式 (24)のadf ig(x)を計算すれば

ad0
fg = b =

0BBB@
0

1

0

1CCCA

ad1
fg = [f; ad0

fg] = [f; b] =

264Ä1

0

0

375
ad2
fg = [f; ad1

fg] =

264 0

0

a1 + 3a2(x1 Ä x3)2

375
ö(x) = detfad0

fg; ad
1
fg; ad

2
fgg

= det

264 0 Ä1 0

1 0 0

0 0 a1 + 3a2(x1 Ä x3)2

375
= fa1 + 3a2(x1 Ä x3)2g

åååå0 Ä1

1 0

åååå
= a1 + 3a2(x1 Ä x3)2 (27)

a1,a2は定数であるから,ö(x) > 0となり,マスバネ

ダンパー系１はfad0
fg; ad

1
fg; ad

2
fg;ÅÅÅ; adnÄ1

f gg(x)

が線形独立である.

[ad0
fg; ad

1
fg] =

@ad1
fg

@xT
ad0

fg Ä
@ad0

fg

@xT
ad1
fg = 0

j ad0
fg; ad

1
fg; [ad

0
fg; ad

1
fg] j=

ååååååå
0 Ä1 0

1 0 0

0 0 0

ååååååå= 0 (28)

より,マスバネダンパー系１はインボリューティ

ブ (Involutive)である.

状態方程式を線形化する座標変換とフィード

バックを求めるために,フロベニウス定理を満たす

関数û(x)を求める.

fad0
fg; ad

1
fg; ad

2
fgg
Ä1

=

264 0 Ä1 0

1 0 0

0 0 a1 + 3a2(x1 Ä x3)2

375Ä1

=

264ãT0 (x)

ãT1 (x)

ãT2 (x)

375 (29)

　　　すると,(12),(14),(15)式の演算により,関数

û(x)の微分は

@û

@x1
= 0;　

@û

@x2
= 0;　

@û

@x3
= 1; (30)

(30)式を積分すると、関数û(x)は

û(x) = x3 (31)
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関数û(x)を用いて状態方程式を線形化する座標変

換とフィードバックを求める. 座標変換の各要素

Lfû(x) =
@û

@xT
f

= [0; 0; 1]

264 x2

0

a1(x1 Ä x3) + a2(x1 Ä x3)3

375
= a1(x1 Ä x3) + a2(x1 Ä x3)3 (32)

L2
fû(x) = Lf (Lfû(x)) =

@Lfû

@xT
f

= [ã(x); 0;Äã(x)]

264 x2

0

å(x)

375
= ã(x)fx2 Äå(x)g (33)

　ã(x) = a1+3a2(x1 Ä x3)2;　ç(x) = 6a2(x1 Ä x3)2;

　å(x) = a1(x1Äx3) +a2(x1 Ä x3)3
とする.　　　

式 (18),(31),(32),(33)によりシステムの座標変換

ò= P (x) =

264 x3

å(x)

ã(x)fx2 Äå(x)g

375 (34)

　　ò1 = x3のとき,

_ò1 =
dò1
dt

=
@ò1
@x1

dx1

dt
+
@ò1

@x2

dx2

dt
+
@ò1
@x3

dx3

dt

= a1(x1 Ä x3) + a2(x1 Ä x3)3

= å(x) = ò2 (35)

　　ò2 = å(x)のとき,

_ò2 =
dò2
dt

=
@ò2
@x1

dx1

dt
+
@ò2

@x2

dx2

dt
+
@ò2
@x3

dx3

dt

= ã(x)fx2 Äå(x)g = ò3 (36)

　　ò3 = ã(x)fx2 Äå(x)gのとき,

_ò3 =
dò3
dt

=
@ò3
@x1

dx1

dt
+
@ò3

@x2

dx2

dt
+
@ò3
@x3

dx3

dt

= v (37)

演算によって

_ò=

2640 1 0

0 0 1

0 0 0

375ò+

2640

0

1

375 v (38)

に変形された.ò座標系は状態方程式が線形である

ことを確認した.

システムの安定化フィードバックの各要素

L3
fû(x) = Lf(L2

fû(x)) =
@L2

fû

@xT
f (39)

LgL
2
fû(x) =

@L2
fû

@xT
g = ã(x) (40)

式 (19)により,システムの安定化フィードバック

u =
v Äfç(x)(x2 Äå(x))Äã(x)2gfx2 Äå(x)g3g

ã(x)

　状態フィ-ドバック（新しい入力v)は

v = Äk0ò1 Ä k1ò2 Ä k2ò3 ÄÅÅÅÄ knÄ1òn (41)

となる (n=3).システムが安定ための必要十分条件：

r3 + k2r2 + k1r + k0 = 0 特性方程式の根がすべて

負の実数を持つことである. この安定条件により、

極配置を与える. s1 = Ä0:1; s2 = Ä0:2; s3 = Ä0:3

とする,k0 = 6; k1 = 11; k2 = 6となる.従って

v = Ä6ò1 Ä 11ò2 Ä 6ò3 (42)

システム入力v(41)と座標系ò(33)をシステム

の安定化フェードバックuに代入し,初期値を

x1(0) = 0:1; _x1(0) = x2 = Ä0:2; x3(0) = 0:3 (43)

と設定し,シミュレ-ションを行ってみる.

Fig. 2　Dynamics system without control

Fig. 3　Dynamics system with control

結果を見ると,システムは漸近的に安定されて

いく. こうして,本手法により非線形力学系を安定

化させることは可能であると考えられる.
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3.2 マスバネダンパー系２

もっと複雑なバネに非線形性があるマスバネダ

ンパー系について考える.

Fig. 4　Mass spring damper system

f :系の入力,　M1;M2:質量,　D:ダンパー係数,

　K11; K21:バネ係数,　K13;K23:非線形要素,　　

　xs1; xs2:変位.

マスバネダンパー系２の運動方程式

°xs1 =
f

M1
Ä K11

M1
(xs1 Ä xs2)Ä K13

M1
(xs1 Ä xs2)3

Ä D

M1
(°xs1 Ä _xs2) = u

_xs2 =
K11

M2
(xs1 Ä xs2) +

K13

M2
(xs1 Ä xs2)3

+
D

M2
(°xs1 Ä _xs2)Ä K21

M2
xs2 Ä

K23

M2
x3
s2

整理すると（4変数4次系になる.n = 4; N = 3.)

_x =

26664
0 1 0 0

0 0 0 0

0 0 0 1

a1 a3 Äa4 Äa3

37775x+ (44)

26664
0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

a2 Ä3a2 3a2 Äa5

37775
26664

x3
1

x2
1x3

x1x2
3

x3
3

37775+

26664
0

1

0

0

37775u
定数a1 = K11=M2, a2 = K13=M2, a3 = D=M2,

　　a4 = (K11 +K21)=M2, a5 = (K13 +K23)=M2.

方程式 (1)により,運動方程式 (44)のf(x)と bは

f(x) =

26664
x2

0

x4

f4(x)

37775 (45)

b =

26664
0

1

0

0

37775 (46)

(45)式のf4(x)は以下である.

f4(x) = a1x1 + a3x2 Ä a4x3 Ä a3x4 + a2x
3
1

Ä3a2x3x
3
1 + 3a2x

2
3x1 Ä a5x

3
3

状態方程式 (44)のadf ig(x)を計算すれば

ad0
fg = b =

26664
0

1

0

0

37775
ad1

fg = [f; ad0
fg] = [f; b] = Ä

26664
1

0

0

a3

37775
ad2

fg = [f; ad1
fg] =

26664
0

0

a3

ã(x)Ä a2
3

37775
ad3

fg = [f; ad2
fg] =

26664
0

0

a2
3 Äã(x)

å(x)

37775
ã(x) = a1 + 3a2x

2
1 Ä 6a2x1x3 + 3a2x

2
3

å(x) = 6a2(x1 Ä x3)(x2 Ä x4) + a3[a1 + a4 Ä a2
3

+6a2x
2
1 Ä 12a2x1x3 + 3x2

3(a2 + a5)]

マスバネダンパー系２の線形独立条件を調べる.

ö(x) = detfad0
fg; ad

1
fg; ad

2
fg; ad

3
fgg

= det

26664
0 Ä1 0 0

1 0 0 0

0 0 a3 a2
3 Äã(x)

0 Äa3 ã(x)Ä a2
3 å(x)

37775
= [ã(x)Ä 3a2

3]2 + a3å(x) (47)

(47)式で,　 [ã(x)Ä 3a2
3]2＞0,a3＞0,ですから,

å(x)＞0の場合は,　ö(x)＞0となる.そのために,

a2 = K13=M2 = 0(すなわちK13 = 0)と設定する,

ã(x) = a1, å(x) = a3[a1 + a4 Ä a2
3 + 3x2

3(a2 + a5)],

ö(x) = (a1 Ä a2
3)2 + 3a2

3a5x2
3 + a2

3(a1 + a4 Ä a2
3).

ここで, (a1+a4Äa2
3)＞0(すなわち2k11+k21＞D2=M2)

と設定する,ö(x)＞0となる.従って,K13 = 0; 2k11 +

k21＞D2=M2の場合は, ö(x) > 0となり,マスバネ
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ダンパー系２はfad0
fg; ad

1
fg; ad

2
fg;ÅÅÅ; adnÄ1

f gg(x)

が線形独立である.

マスバネダンパー系２のインボリューティブ

(Involutive)の条件を調べる. (7)式によりn = 4

のとき,0 <= i < j <= (nÄ 2) = 2.即ち i,jは (0,1),

(0,2),(1,2)と組み合わせ.

(7)式の [adifg; ad
j
fg]を計算すれば

[ad0
fg; ad

1
fg] = (

@ad1
fg

@xT
)ad0

fgÄ (
@ad0

fg

@xT
)ad1

fg = 0

[ad0
fg; ad

2
fg] = (

@ad2
fg

@xT
)ad0

fgÄ (
@ad0

fg

@xT
)ad2

fg = 0

[ad1
fg; ad

2
fg] = (

@ad2
fg

@xT
)ad1

fgÄ (
@ad1

fg

@xT
)ad2

fg

=

26664
0

0

0

Ä6a2(x1 Ä x3)

37775
従って,õij(x)(0 <= i < j <= 2)

õ0;1(x) = j ad0
fg; ad

1
fg; ad

2
fg; [ad

0
fg; ad

1
fg]j

=

ååååååååå
0 Ä1 0 0

1 0 0 0

0 0 a3 0

0 Äa3 ã(x)Ä a3 0

ååååååååå= 0 (48)

õ0;2(x) = j ad0
fg; ad

1
fg; ad

2
fg; [ad

0
fg; ad

2
fg]j

=

ååååååååå
0 Ä1 0 0

1 0 0 0

0 0 a3 0

0 Äa3 ã(x)Ä a3 0

ååååååååå= 0 (49)

õ1;2(x) = j ad0
fg; ad

1
fg; ad

2
fg; [ad

1
fg; ad

2
fg]j

=

ååååååååå
0 Ä1 0 0

1 0 0 0

0 0 a3 0

0 Äa3 ã(x)Ä a3 Ä6a2(x1 Ä x3)

ååååååååå
= Ä6a2a3(x1 Ä x3)

= 0　 (a2 = 0により） (50)

(48),(49),(50)式により,マスバネダンパー系２は

インボリューティブ (Involutive)である.

状態方程式を線形化する座標変換とフィード

バックを求めるために,フロベニウス定理を満たす

関数û(x)を求める.

fad0
fg; ad

1
fg; ad

2
fg; ad

3
fgg
Ä1

=

26664
0 Ä1 0 0

1 0 0 0

0 0 a3 a2
3 Äã(x)

0 Äa3 ã(x)Ä a2
3 å(x)

37775
Ä1

=

26664
ãT0 (x)

ãT1 (x)

ãT2 (x)

ãT3 (x)

37775 (51)

　　　すると,(12),(14),(15)式の演算により,関数

û(x)の微分は

@û

@x1
= Äa2

3;　　
@û

@x2
= 0;

@û

@x3
= Äa1 + a2

3;　
@û

@x4
= a3; (52)

(52)式を積分すると、関数û(x)は

û(x) = Äa2
3x1 + (a2

3 Ä a1)x3 + a3x4 (53)

関数û(x)を用いて状態方程式を線形化する座標変

換とフィードバックを求める. 座標変換の各要素

Lfû(x) =
@û

@xT
f (54)

= [Äa2
3; 0; a

2
3 Ä a1; a3]

26664
x2

0

x4

_x4

37775
= a1a3x1 Ä a3a4x3 Ä a1x4 Ä a3a5x

3
3

L2
fû(x) = Lf(Lfû(x)) =

@Lfû

@xT
f (55)

= [a1a3; 0;Äa3a4 Ä 3a3a5x
2
3;Äa1]

26664
x2

0

x4

_x4

37775
= Äa2

1x1 + a1a4x3 + a1a5x
3
3 Ä 3a3a5x

3
3x4

+a3(a1 Ä a4)x4

= ç(x)

L3
fû(x) = Lf(L2

fû(x)) =
@L2

fû

@xT
f (56)

= a1a3(a1 Ä a4)x1 + (a2
3a1 Ä a2

3a4 Ä a2
1)x2

Äa3a4(a1 Ä a4)x3 + (4a3a4a5 Ä a1a3a5)x3
3

+3a3a
2
5x

5
3 Ä 3a1a3a5x1x

2
3 Ä 3a2

3a5x
2
3x2

+(3a1a5 + 3a2
3a5)x2

3x4 Ä 6a3a5x3x
2
4

+(a1a4 Ä a1a
2
3 + a2

3a4)x4

= é(x)
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式 (18); (54); (55); (56)によりシステムの座標変換

ò= P (x) =

26664
Äa2

3x1 + (a2
3 Ä a1)x3 + a3x4

a1a3x1 Ä a3a4x3 Ä a1x4 Ä a3a5x3
3

ç(x)

é(x)

37775 (57)

　　ò1 = Äa2
3x1 + (a2

3 Ä a1)x3 + a3x4のとき,

_ò1 =
dò1
dt

=
@ò1
@x1

dx1

dt
+
@ò1

@x2

dx2

dt
+
@ò1
@x3

dx3

dt

= a1a3x1 Ä a3a4x3 Ä a1x4 Ä a3a5x
3
3

= ò2 (58)

　　ò2 = a1a3x1 Ä a3a4x3 Ä a1x4 Ä a3a5x3
3のとき,

_ò2 =
dò2
dt

=
@ò2
@x1

dx1

dt
+
@ò2

@x2

dx2

dt
+
@ò2
@x3

dx3

dt

= Äa2
1x1 + a1a4x3 + a1a5x

3
3 Ä 3a3a5x

3
3x4

+a3(a1 Ä a4)x4

= ç(x) = ò3 (59)

　　ò3 = ç(x)のとき,

_ò3 =
dò3
dt

=
@ò3
@x1

dx1

dt
+
@ò3

@x2

dx2

dt
+
@ò3
@x3

dx3

dt

= é(x) = ò4 (60)

　　ò4 = é(x)のとき,

_ò3 =
dò3
dt

=
@ò3
@x1

dx1

dt
+
@ò3

@x2

dx2

dt
+
@ò3
@x3

dx3

dt

= v (61)

演算によって

_ò=

26664
0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

0 0 0 0

37775ò+

26664
0

0

0

1

37775v (62)

に変形された.ò座標系は状態方程式が線形である

ことを確認した.

システムの安定化フィードバックの各要素

L4
fû(x) = Lf (L3

fû(x)) =
@L3

fû

@xT
f (63)

= a1a3(a1 Ä a4)x2 Ä 3a1a3a5x
2
3x2 Ä 3a3a4

(a1 Ä a4)x4 + 3(8a3a4a5 Ä a1a3a5)x2
3x4

+27a3a
2
5x

4
3x4 Ä 18a1a3a5x1x3x4 Ä 18a2

3a5

x2x3x4 + 6(a1a5 + 3a2
3a5)x3x

2
4 Ä 6a3a5x

3
4

= è(x)

LgL
3
fû(x) =

@L3
fû

@xT
g (64)

= (a2
3a1 Ä a2

3a4 Ä a2
1)Ä 3a2

3a5x
2
3

(63); (64)を (19)式に代入し,安定化フィードバック

u =
v Äè(x)

(a2
3a1 Ä a2

3a4 Ä a2
1)Ä 3a2

3a5x2
3

(65)

(41)式により,n = 4の場合,状態フィ-ドバック（新

しい入力v)は

v = Äk0ò1 Ä k1ò2 Ä k2ò3 ÄÄk3ò4 (66)

となる.システムが安定ための必要十分条件：

r4 + k3r
3 + k2r

2 + k1r + k0 = 0 特性方程式の根

がすべて負の実数を持つことである. この安定

条件により、極配置を与える. s1 = Ä1; s2 = Ä2;

s3 = Ä3,s4 = Ä4とする,k0 = 24; k1 = 50; k2 = 35;

k3 = 10;となる.従って

v = Ä24ò1 Ä 50ò2 Ä 35ò3 Ä 10ò4 (67)

システム入力v(67)と座標系ò(57)をシステム

の安定化フェードバックuに代入し,初期値を

x1(0) = 0:1; x2 = Ä0:2; x3(0) = 0:3; x4(0) = 0:5

と設定し,シミュレ-ションを行ってみる.

Fig. 5　Dynamics system without control

Fig. 6　Dynamics system with control

結果を見ると,システムは漸近的に安定されて

いく. こうして,本手法により非線形力学系を安定

化させることは可能であると考えられる.
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4. おわりに

本稿ではテンソルに関する演算を利用し,記述

できる非線形システムを制御対象としての多様体

論による厳密線形化を通じて,非線形系の安定化

を提案した.ポイントは可制御でかつインボリュー

ティブである場合のみ,フロベニウスの定理により,

座標変換とフィードバックに必要な関数を見付け

ることである.シミュレ－ションでは本手法により,

非線形系の安定化制御の可能性を示すものである.
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