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1. はじめに

本報告では，一般化プラント中に時変の設計パ

ラメータが存在する場合に，この時変パラメータ

とフィードバックコントローラによる協調的な制

御を行うための統合的制御系設計手法を提案する．

制御対象中に含まれる設計パラメータと，フィー

ドバックコントローラを同時に最適設計する構造

系と制御系の統合化設計手法に関する研究が，主

として機械系を対象としてこの約20年間行われて

いる1)．統合化設計は，その設計自由度の高さか

ら，従来行われている制御対象の設計の後にコン

トローラを設計する2段階の設計手法と比較して

高い制御性能が達成可能である．

しかし，統合化設計問題は，制御対象またはコ

ントローラ単独の最適設計問題とは異なり，最も

簡単な場合でもBMI問題として定式化されるため，

大域的最適解を実用的な計算量で求めることは非

常に困難である2)．この統合化設計問題のもつ本

質的な問題に対して，文献3, 4)では，制御しやす

い制御対象の特徴付けに基いた制御対象の設計手

法が提案されているが，これらの手法では，制御

対象の零点（制御対象のセンサ・アクチュエータ

配置，個数の関数となる）のみが調整可能で，剛

性や減衰等の制御対象の極に関わる設計パラメー

タの調整は不可能である．このため，一般的な統

合化設計問題では，制御対象に存在する調整可能

な設計パラメータ（質量，剛性，減衰，センサ・ア

クチュエータ配置等）と，制御を行うフィードバッ

クコントローラを，設定された評価関数の局所的

な収束性を満足するような繰り返しアルゴリズム

を用いて同時に最適設計してきた2, 5, 6, 7)．

従来，統合化設計は，線形時不変系のみを対象

としており，時変系への拡張は，近年，著者らに
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よって始まったばかりである8, 9)．これらの研究で

は，制御対象をLPVシステムで表現し，近年急速

に設計手法が整備されたLMIベースのゲインスケ

ジューリング制御手法10, 11)の適用を前提に，閉

ループ系の性能指標を局所的に最適化するような

制御対象の（時不変な）構造パラメータと，ゲイ

ンスケジューリングコントローラを同時に求めて

いる．しかし，設計パラメータが時変な場合につ

いての研究報告例は存在しない．

本報告では，一般化プラント中に時変な設計パラ

メータが存在する場合を考え，この時変パラメー

タと，制御を行うコントローラとが協調的に制御

を行うような制御系設計を行う．コントローラは，

制御対象の時変設計パラメータの変動に対して閉

ループ系の制御性能を確保するように，LMIに基

づくゲインスケジューリング制御手法10, 11)を用

いる．この制御により，制御対象の時変設計パラ

メータを規定された範囲で変化させても，閉ルー

プ系のL2ゲインの意味で制御性能が保証される．

従来，ゲインスケジューリング制御手法は，動作点

の変化や制御対象の（外的要因による）スケジュー

リングパラメータの変動を想定したものであった．

これに対し，本報告の制御系は，ゲインスケジュー

リングコントローラを用いていはいるものの，ス

ケジューリングパラメータを調整可能なパラメー

タとして積極的に調整する．この意味で，本制御

系は従来のゲインスケジューリング制御問題とは

異なっている．以下，本報告で提案する制御対象

中の時変パラメータとゲインスケジューリングコ

ントローラの協調制御手法を，アクティブゲイン

スケジューリング制御（AGSC）手法と呼ぶこと

にする．

AGSC手法では，設計されたゲインスケジューリ

ングコントローラの想定した範囲内で，制御対象

中（一般化プラント）中の時変設計変数を調整す

る自由度がある．本報告では，設計例として，機械

系の位置決め制御系を考え，一般化プラント中の

重みを偏差の絶対値の関数として調整することを

考える．調整法には遺伝的アルゴリズム12) (GA)

を用いる．

本報告の構成を述べる．第2節では，アクティブ

ゲインスケジューリング制御問題の問題設定を行

う．第3節では，制御則として用いるLMIベース

のゲインスケジューリングコントローラの設計法

10, 11)について説明した後，GAによる時変設計パ

ラメータの調整法を提案する．第4節に設計例を

示し，AGSC手法の有効性を示す．結論は第5節で

述べる．

記号の定義は以下のとおりである．t: 時刻，AT :

行列Aの転置，∥a(t)∥2 :=
(∫ ∞

0
aT (t)a(t)dt

) 1
2 : 信号

a(t)のL2ノルム，L(a(t)): a(t)のLaplace変換，Rm:

m次元実ベクトルの集合，Rm×n: m× nの実行列

の集合，Sn: n次元実対称行列の集合，I: 適当な

次元の単位行列，0m×n: m × nの零行列

2. 問題設定

調整可能な時変パラメータを持つ制御対象が，

式(1)のようなLPVシステムとして定義される．

ΣP :=


ẋ(t) = A(p(t))x(t) + B1(p(t))w(t) + B2u(t)
z(t) = C1(p(t))x(t) + D11(p(t))w(t) + D12u(t)
y(t) = C2x(t) + D21w(t)

(1)

ここで，x(t) ∈ Rnx , w(t) ∈ Rnw , u(t) ∈ Rnu ,

z(t) ∈ Rnz , y(t) ∈ Rnyは，それぞれ状態，外乱，

操作量，制御出力および観測出力ベクトルである．

p(t) :=
[

p1(t) . . . pnp
(t)

]T

は，次式で定義さ

れる集合Cpに属する時変パラメータベクトルであ

る．

Cp := {p(t) ∈ Rnp | pmin ≤ p(t) ≤ pmax} , (2)

pmin :=
[

(pmin)1 . . . (pmin)np

]T

∈ Rnp

pmax :=
[

(pmax)1 . . . (pmax)np

]T

∈ Rnp
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ここで，式(1)の係数行列について，以下が成立し

ていると仮定する．

仮定 1 式(1)のp(t)に依存するすべての係数行列

は，次式のような時変パラメータp(t)の線形関数

である．

M := (M)0 +
np∑
i=1

pi(t)(M)i, (M)0 := M(pmin),

(3)

(M)i :=
∂M(p(t))
∂pi(t)

ここで，行列Mは，式(1)のp(t)に依存する係数行

列のいずれかである．

式(1)で与えられるLPVプラント表現は，従来多

くのゲインスケジューリング制御系設計10, 11)で

も用いられている．多くの場合，式(1)中の時変パ

ラメータp(t) ∈ Cpは，制御対象の平衡点の変化や，

外部からの要因によって発生する制御対象の動特

性の変動を表現するものであった．それに対し，本

報告では，時変パラメータp(t)は，設計者が自由

に調整できる設計パラメータであると考えられて

おり，従来のゲインスケジューリング制御系設計

問題とは状況が異なっていることに注意する．

式(1)を制御するフルオーダのフィードバックコ

ントローラを次式で定義する．

ΣK :=

{
ẋK(t) = AKxK(t) + BKy(t)
u(t) = CKxK(t) + DKy(t)

(4)

ここで，xK(t) ∈ Rnxである．式(1)および(4)に

よって構成される閉ループ系を次式で定義する．

Σc :=

{
ẋc(t) = Acxc(t) + Bcw(t)
z(t) = Ccxc(t) + Dcw(t)

(5)

式(5)の係数行列Ac, Bc, CcおよびDcは，式(1)の係

数行列と同様に，制御対象中の時変設計パラメータ

p(t) ∈ Cpの線形関数になっていることに注意する．

以上の定義の下で，本報告では，制御対象中に

存在する時変設計パラメータとコントローラの同

時設計問題を以下で記述する．

時変制御対象とコントローラの同時設計問題　

設計者によって設定された閉ループ系の性能指標を

最適化する制御対象中の時変設計パラメータp(t) ∈

Cpおよび制御を行うコントローラΣKを同時に求

めよ．　¤

本問題設定は，制御対象中の設計パラメータが

時変であるという意味で，構造減衰，剛性等の時

不変変数を制御対象の設計パラメータとしていた

従来の統合化設計問題の拡張になっている．また，

制御系を伴い，状況に応じてその構造や形態を適

応的に変化する適応構造物の設計問題とも類似し

ている．

3. アクティブゲインスケジューリ

ング

3.1 ゲインスケジューリング制御

前節で設定された問題において，式(1)の制御対

象は，より高い制御性能を達成するため，時変設

計パラメータであるp(t) ∈ Cpを積極的に変化させ

る．本報告では，このような変動を有する制御対象

に対する制御手法として，時変パラメータを設計

者が決定できる条件を考慮し，LMIに基づくゲイ

ンスケジューリング手法10, 11)を採用する．ゲイン

スケジューリング制御では，式(4)のコントローラ

ΣKの係数行列AK , BK , CKおよびDKが時変パラ

メータp(t)の関数になる．閉ループ系(5)の性能を

評価する指標は，次式で定義されるL2ゲインγ > 0

である．

γ := sup
0<∥w(t)∥2<∞

∥z(t)∥2

∥w(t)∥2
(6)

式(6)のL2ゲインの意味で最適なゲインスケジュー

リングコントローラΣKは，すべてのp(t) ∈ Cpに

対して，以下のLMIを満足し，γ > 0を最小化する
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ことによって求めることができる11)．
Θ11 ΘT

21 ΘT
31 ΘT

41

Θ21 Θ22 ΘT
32 ΘT

42

Θ31 Θ32 −γI ΘT
43

Θ41 Θ42 Θ43 −γI

 < 0, (7)

[
X I

I Y

]
> 0 (8)

Θ11 := XA + AT X + B̂KC2 + CT
2 B̂T

K ,

Θ21 := ÂT
K + A + B2DKC2,

Θ31 := (XB1 + B̂KD21)T , Θ41 := C1 + D12DKC2,

Θ22 := AY + Y AT + B2ĈK + ĈT
KBT

2 ,

Θ32 := (B1 + B2DKD21)T , Θ42 := C1Y + D12ĈK ,

Θ43 := D11 + D12DKD21,∀p(t) ∈ Cp

ここで，行列X, Y ∈ Snx , ÂK ∈ Rnx×nx , B̂K ∈

Rnx×ny , ĈK ∈ Rnu×nxおよびDK ∈ Rnu×nyは，未

知パラメータベクトルであり，一般にp(t) ∈ Cpの

関数である．式(7)および(8)は，無限次元のLMI拘

束条件となり，現時点で解くことはできない．

本報告では，文献10)の手法を利用してゲインス

ケジューリングコントローラΣKを求める．行列

ÂK(p(t)), B̂K(p(t)), ĈK(p(t))およびDK(p(t))を，

p(t) ∈ Cpの関数として，以下のようにおく．

ÂK(p(t)) = (ÂK)0 +
np∑
i=1

pi(t)(ÂK)i, (9)

B̂K(p(t)) = (B̂K)0 +
np∑
i=1

pi(t)(B̂K)i, (10)

ĈK(p(t)) = (ĈK)0 +
np∑
i=1

pi(t)(ĈK)i, (11)

DK(p(t)) = (DK)0 +
np∑
i=1

pi(t)(DK)i, (12)

ここで，(ÂK)j ∈ Rnx×nx , (B̂K)j ∈ Rnx×ny ,

(ĈK)j ∈ Rnu×nx , (DK)j ∈ Rnu×ny (j = 0, . . . np)

である．また，行列X, Y ∈ Snxをp(t)に依存しな

い定数行列とする．

仮定1のように，制御対象(1)のp(t)依存の係数行

列が，p(t)の線形関数で，さらに，p(t)の変化率ṗ(t)

の大きさが任意に大きくなりうる場合，閉ループ

系のL2ゲインをγ未満とするゲインスケジューリ

ングコントローラΣKが存在するための必要十分

条件は，行列p(t) ∈ Cpの端点pv
j (j = 1, . . . , 2np)

において，式(7)および(8)が成立するような定数

行列X, Y ∈ Snx , ÂK(pv
j ) ∈ Rnx×nx , B̂K(pv

j ) ∈

Rnx×ny , ĈK(pv
j ) ∈ Rnu×nxおよびDK(pv

j ) ∈ Rnu×ny

(j = 1, . . . , 2np)が存在することである10)． ゲ

インスケジューリングコントローラΣKの係数行

列AK(p(t)), BK(p(t))およびCK(p(t))は，次式と

なる．

AK(p(t)) = N−1{ÂK − X (A − B2DKC2) Y

− B̂KC2Y − XB2ĈK}M−T

= (AK)0 +
np∑
i=1

pi(t)(AK)i (13)

BK(p(t)) = N−1
(
B̂K − XB2DK

)
= (BK)0 +

np∑
i=1

pi(t)(BK)i (14)

CK(p(t)) =
(
ĈK − DKC2Y

)
M−T

= (CK)0 +
np∑
i=1

pi(t)(CK)i (15)

ここで，行列(AK)j ∈ Rnx×nx , (BK)j ∈ Rnx×ny ,

(CK)j ∈ Rnu×nx , (DK)j ∈ Rnu×ny (j = 0, . . . np)

であり，行列MおよびNは，I −XY = NMTを満

足する行列である．

このとき，式(5)の閉ループ系も，次式のような

p(t)の線形関数で表すことができる．

Ac(p(t)) = (Ac)0 +
np∑
i=1

pi(t)(Ac)i, (16)

Bc(p(t)) = (Bc)0 +
np∑
i=1

pi(t)(Bc)i, (17)

Cc(p(t)) = (Cc)0 +
np∑
i=1

pi(t)(Cc)i, (18)

Dc(p(t)) = (Dc)0 +
np∑
i=1

pi(t)(Dc)i, (19)
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ここで，

(Ac)0 :=

[
(A)0 B2(CK)0

(BK)0C2 (AK)0

]
,

(Ac)i :=

[
(A)i B2(CK)i

(BK)iC2 (AK)i

]
,

(Bc)0 =

[
(B1)0 + B2(DK)0D21

(BK)0D21

]
,

(Bc)i :=

[
(B1)i + B2(DK)iD21

(BK)iD21

]
,

(Cc)0 :=
[

(C1)0 + D12(DK)0C2 D12(DK)0D21

]
,

(Cc)i :=
[

(C1)i + D12(DK)iC2 D12(DK)iD21

]
,

(Dc)0 := D12(DK)0D21, (Dc)i := D12(DK)iD21,

i = 1. . . . , np

である．

以上の閉ループ系は，スケジューリングパラメー

タp(t)が，式(2)で定義されるCp内に存在する限り，

その安定性および閉ループ系のL2ゲインがγ未満

となることが保証される．本報告では，この性質

を利用して，スケジューリングパラメータp(t) ∈ Cp

を積極的に変更して，制御性能の向上を図る．こ

れがアクティブゲインスケジューリング（AGSC）

制御手法である．

与えられた制御仕様に対して，スケジューリン

グパラメータp(t)の決定法としては，様々なもの

が考えられる．本報告では，例として，次節で遺

伝的アルゴリズム（GA）を利用した手法を示す．

Fig. 1　2dof system

Fig. 2　Closed-loop control system Σc

4. 設計例

図1のような2自由度系13)を例として，AGSC手

法の有効性を検討する．質量m1に操作力u(t)を与

え，m2の変位q2(t)を目標値w(t)に追従させる問題

を考える．状態ベクトルをxp(t) := [q1(t) q2(t) q̇1(t) q̇2(t)]T

と定義すると，本制御対象の状態方程式表現は，次

式で与えられる．

{
ẋp(t) = Apxp(t) + Bpu(t)
yp(t) = Cpxp(t)

, (20)

Ap :=


0 0 1 0
0 0 0 1

− k
m1

k
m1

0 0
k

m1
− k

m2
0 0

 , Bp :=


0
0
1

m1

0

 ,

Cp :=
[

0 1 0 0
]

物理パラメータ値をm1 = m2 = 1, k = 1とす

る．本設計例では，この位置決め制御を行うコント

ローラをAGSC手法を用いて設計する．一般化プ

ラントΣPとゲインスケジューリングコントローラ

からなる閉ループ系Σcを図2に示す．ここで，P (s)

は，図1のu(s) := L(u(t))からq2(s) := L(qw(t))ま

での伝達関数である．本設計例では，ΣP中の偏差

にかかる重みΣwを，以下のようなスケジューリン

グパラメータp(t)に依存したものとする．

Σw :=

{
ẋw(t) = Awxw(t) + Bw(p(t))e(t)
z1(t) = Cw(t)

(21)

Aw = −0.01, Bw(p(t)) = p(t) ∈ R, Cw(t) = 1,

pmin ≤ p(t) ≤ pmax, pmin = 1, pmax = 104 (22)
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Fig. 3　Bode plots of two vertices of the gain
scheduling controllers ΣK(pmin) and ΣK(pmax)
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Fig. 4　Step responses of two vertices of the
closed-loop systems

一般化プラントΣPの係数行列は，次式のように

与えられる．

x(t) :=

[
xp(t)
xw(t)

]
, A :=

[
Ap 04×1

−Bw(p(t))Cp Aw

]
,

B1 :=

[
04×1

Bw

]
, B2 :=

[
Bp

0

]
, z(t) :=

[
z1(t)
z2(t)

]
,

C1 :=

[
01×4 Cw

01×4 0

]
, D11 :=

[
0
0

]
, D12 :=

[
0
1

]
,

C2 :=
[
−Cp 0

]
, D21 := 1

前述した手法を用いて，ゲインスケジューリング

コントローラΣK(p(t))を求めた．スケジューリン

グパラメータp(t)を変化させることによって，一般

化プラント中の偏差にかかる重みのゲイン特性が

変化する．例えば，p(t) = pmaxの場合は，応答特性

を最も重視した制御仕様を表す一般化プラントと

なり，p(t) := pminの場合は，操作量の低減を最も

重視した一般化プラントとなる．p(t) = pmaxまた

はp(t) = pminと固定した場合のゲインスケジュー

リングコントローラΣKのボード線図およびそれ

ぞれのコントローラを使用した場合の閉ループ系

の単位ステップ応答を図3および4に示す．これよ

り，p(t)を大きくすることによって，コントローラ

のゲインは大きくなっており，大きな制御入力を

用いることによって，(オーバーシュートは見られ

るものの）応答性はより高くなっており，小さな

p(t)では，応答性は悪いが，操作量の小さいコン

トローラが設計されていることがわかる．

本報告では，スケジューリングパラメータp(t)

を，偏差e(t)の関数として，pmin ≤ p(t) ≤ pmaxの

範囲で連続的に変化させ，制御性能の改善を図る．

本報告では，w(t) = r > 0（ステップ入力）とし，

p(t)が偏差の絶対値|e(t)|の関数として以下のよう

に決定されるものとする．

p(t) :=



p1 (0 ≤ |e(t)| < 0.1r)
p2 (0.1r ≤ |e(t)| < 0.2r)
p3 (0.2r ≤ |e(t)| < 0.3r)
p4 (0.3r ≤ |e(t)| < 0.4r)
p5 (0.4r ≤ |e(t)| < 0.5r)
p6 (0.5r ≤ |e(t)| < 0.6r)
p7 (0.6r ≤ |e(t)| < 0.7r)
p8 (0.7r ≤ |e(t)| < 0.8r)
p9 (0.8r ≤ |e(t)| < 0.9r)
p10 (0.9r ≤ |e(t)|)

(23)

pmin ≤ pi ≤ pmax, i = 1, . . . , 10

本報告では，pi (i = 1, . . . , 10)の決定に遺伝的ア

ルゴリズム（GA）12)を用いる．閉ループ性能を

評価する適合度関数を次式と定義する．

J :=
∫ tf

0

|e(t)| dt + ρ max
0≤t≤tf

|u(t)| (24)

ここで，tfは終端時間，ρ > 0は重みである．本報

告では，w(t) = r = 1（単位ステップ入力と定義
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し，tf = 1 [s], ρ = 10−5とした．実際には，応答

は数値積分によって得ているため，式(24)の積分

の項は数値積分のステップ幅での離散近似値を用

いている．

求められたpi (i = 1, . . . , 10)の値を図5に示し，

このpiを用いて制御されたシステムのステップ応

答を図6に示す．式(24)を最小にするようなアク

ティブなゲインスケジューリングを行うことによ

り，p(t) = pmaxと固定した場合よりも，より小さ

な操作量で，オーバーシュートなく目標値に追従

していることが確認できる．

さらに，ゲインスケジューリングコントローラ

ΣKを使用して，Case I: p(t) = pmin = 1, Case II:

p(t) = pmax = 104, Case III: AGSCの3種類の閉

ループ系に対して，式(24)を計算したものを表1に

示す．AGSC手法は，p(t)を固定した他の2つの場

合よりもJは小さくなっており，本報告で提案する

AGSC手法の有効性を示している．

以上の結果より，本報告で提案するAGSC制御

手法の有効性が確認できる．

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0

1000

2000

3000

4000

5000

6000

7000

8000

9000

10000

i

p i

Fig. 5　Optimal scheduling parameter pi

(i = 1, . . . , 10)

Table 1　Performace index J

Case J

I (p(t) = pmin) 7.5041 × 103

II (p(t) = pmax) 9.5514 × 102

III (AGSC) 8.1182 × 102
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Fig. 6　Step response of the AGSC control system
(J =

∫ 1

0
|e(t)|dt + ρ max0≤t≤1(|u(t)|)), ρ = 10−5

5. おわりに

制御対象に調整可能な時変パラメータが存在す

る場合に，時変パラメータとゲインスケジューリ

ングコントローラを協調的に調整するアクティブ

ゲインスケジューリング制御(AGSC)手法について

検討した．本手法は，制御対象中の調整可能な設

計変数が時変となっているという点で，従来の構

造系と制御系の統合化設計1)−7)の拡張となってい

る．ゲインスケジューリングコントローラは，閉

ループ系のL2ゲインを最小化するLMIに基づく手

法10, 11)を用いて設計した．

設計例では，GAを用いてスケジューリングパラ

メータの導出し，提案手法の有効性を示した．な

お，本報告では，偏差の絶対値をいくつかのレベ

ルに分けて，それぞれのレベルにスケジューリン

グパラメータ値を対応付けたが，必ずしもそのよ

うにする必要はない．例えば14)では，AGSC手法

におけるスケジューリングパラメータが解析的に

求められる場合を示している．AGSC手法の枠組

の中でのスケジューリングパラメータの決定法と

して，ファジィや遺伝的プログラミング（GP）など

の手法も容易に導入可能であり，今後検討を行う．
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