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1. はじめに

制御対象の出力をモデルの出力に追従させる制

御系として，モデル追従形制御系(MFCS)がある.

外乱を考慮した非線形系のモデル追従形制御系の

設計1), 零点の安定配置を使った場合2)に対する

MFCSの設計法は種々提案されている．これに対

し，離散時間系より連続時間系の方が圧倒に多い．

しかしながら，ディジタル計算機の普及，連続

時間系より離散時間系を取り扱う場合3)の方が多

くなりつつあり4)，性能の改善，質の向上を図って

いるそのため，離散時間系に対する研究は実用か

つ重要になってきた．

そこで，本稿では大久保1)が提案した方法に基

づいて，実際安定の考え方を用いたモデル追従制

御系の設計法を説明し,有界性を示す.最後に，本

方法の有効性を確かめるために行なった数値例を

示す．

2. 問題の設定

制御対象は (1),(2),(3) 式, 参照モデルは (4),(5)

とする．

Ex(k + 1) = Ax(k) + Bu(k) + Bff(v(k)) + d(k)

(1)

v(k) = Cfx(k) (2)

y(k) = Cx(k) + d0(k) (3)

xm(k + 1) = Amxm(k) + Bmrm(k) (4)

ym(k) = Cmxm(k) (5)

各ベクトルの次数は x(k), d(k) ∈ Rn,u(k), y(k),

ym(k), d0(k) ∈ Rl，f(v(k)) ∈ Rlf , v(k) ∈ Rlf , rm(k)

∈ Rlm , xm(k) ∈ Rnm とする．ここでy(k)は制

御対象の出力, v(k)は補助出力, u(k)は制御入力,

d(k),d0(k)は有界な外乱である. A,B, CおよびAm,

Bm, Cmは適当な次元の定数行列である．非線形関

数f(v(k))は既知であるものとし，そして，次の条
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件を満たすものとする．

||f(v(k))|| <= α + β||v(k)||γ (6)

ここではα ≥ 0，β ≥ 0，0 <= γ < 1の定数とし,

|| • ||はユ―クリッドノルムである．(C, A, B)は可

制御，可観測である．よって，

Dd(z)d(k) = 0 (7)

Dd(z)d0(k) = 0 (8)

成立する．ここで, 特性多項式Dd(z)はモニック

多項式であり，∂Dd(z) = ndとする．制御対象と参

照モデルの出力誤差e(k)は次式で与えられる.

e(k) = y(k)− ym(k) (9)

この設計においては，内部状態がすべて有界に

保持され，k → ∞でe(k) → 0にするようなディ

スクリプタに基づく離散時間非線形系のモデル追

従形制御系 (discrete time model following control

system DMFCS)の設計法を考えていく．

3. 制御系の設計

zをシフト演算子として，x(k + 1) = zx(k)と

する．制御対象とモデルの入出力関係を求めば，

y(k), ym(k), v(k)は(10)(11)(12)式で与えられる．

y(k) = C(zE −A)−1Bu(k) + C(zE −A)−1

·Bff(v(k)) + C(zE −A)−1d(k) + d0(k) (10)

ym(k) = Cm(zE −Am)−1Bmrm(k) (11)

v(k) = Cf (zI −A)−1Bu(k) + Cf (zE −A)−1

·Bff(v(k)) + C(zE −A)−1d(k) (12)

ここで，

C(zE −A)−1B = N(z)/D(z) (13)

C(zE −A)−1Bf = Nf (z)/D(z) (14)

Cm(zI −Am)−1Bm = Nm(z)/Dm(z) (15)

とする．ただし，

D(z) = |zE −A| (16)

Dm(z) = |zI −Am| (17)

である．これを用いて，(10)と(11)式は(18)と

(19)式が得られる．外乱はまとめて(20)式になる．

D(z)y(k) = N(z)u(k) + Nf (z)f(v(k)) + w(k)

(18)

Dm(z)ym(k) = Nm(z)rm(k) (19)

w(k) = Cadj(zE −A)d(k) + D(z)d0(k) (20)

ここで, ∂ri(N(z)) = σi, ∂ri(Nf (z)) = σfi,

∂ri(Nm(z)) = σmiである. (Cm, Am, Bm) は可制御

と可観測である．そして，

Cm(zI −Am)−1Bm = Nm(z)/Dm(z) (21)

になる．(7)と(8)式より，w(k)は次式を満たす．

Dd(z)w(k) = 0 (22)

つぎに, ρ次(ρ ≥ nd+2n−nm−1−σi)のモニック

で安定な多項式T (z)を選び，次の方程式よりR(z)

とS(z)を求める．

T (z)Dm(z) = Dd(z)D(z)R(z) + S(z) (23)

ここで，各多項式の次数は下の式ようになる．

∂T (z) = ρ (24)

∂Dd(z) = nd (25)

∂Dm(z) = nm (26)

∂D(z) = n (27)

∂R(z) = ρ + nm − nd − n (28)

∂S(z) <= nd + n− 1 (29)

つぎに，(23)式を用いて誤差e(k)にかけると次

式が得られる．

T (z)Dm(z)e(k) = Dd(z)R(z)N(z)u(k)

+Dd(z)R(z)Nf (z)f(v(k))

+S(z)y(k)− T (z)Nm(z)rm(k) (30)
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すなわち，

e(k) =
1

T (z)Dm(z)
{[Dd(z)R(z)N(z)

−Q(z)Nr]u(k) + Q(z)Nru(k)

+Dd(z)R(z)Nf (z)f(v(k))

+S(z)y(k)− T (z)Nm(z)rm(k)} (31)

Nr 6= 0として, 上式右辺をゼロにし，u(k)を求

め，その結果は下式のようになる．

u(k) = −N−1
r Q−1(z){Dd(z)R(z)N(z)

− Q(z)Nr}u(k)

− N−1
r Q−1(z)Dd(z)R(z)Nf (z)f(v(k))

− N−1
r Q−1(z)S(z)y(k) + um(k) (32)

um(k) = N−1
r Q−1(z)T (z)Nm(z)rm(k) (33)

ここで, Q(z) = diag[zδi ], δi = ρ+nm−n+σi(i =

1, 2, · · · , n)である．

u(k)はe(k) → 0(k → ∞)にするより，制御系を

構成する内部状態が有界であれば,モデル追従形制

御系が実現できる．

4. 内部状態の有界性の証明

状態空間手法を用いて，u(k)を表すために，以

下のような状態変数を導入すれば，

u(k) = −H1ξ1(k)− E2y(k)−H2ξ2(k)

− E3f(v(k))−H3ξ3(k) + um(k) (34)

um(k) = E4rm(k) + H4ξ4(k) (35)

と書き直すことが出来る．ξ1(k),ξ2(k),ξ3(k),ξ4(k)

は次式の状態変数フィルタの状態が満たす．

ξ1(k + 1) = F1ξ1(k) + G1u(k) (36)

ξ2(k + 1) = F2ξ2(k) + G2y(k) (37)

ξ3(k + 1) = F3ξ3(k) + G3f(v(k)) (38)

ξ4(k + 1) = F4ξ4(k) + G4rm(k) (39)

ここで，

|zI − Fi| = |Q(z)|, (i = 1, 2, 3, 4) (40)

とする．かつ多項式行列の間には以下の関係が

ある．

N−1
r Q−1(z){Dd(z)R(z)N(z)−Q(z)Nr}

= H1(zI − F1)−1G1 (41)

N−1
r Q−1(z)S(z)

= H2(zI − F2)−1G2 + E2 (42)

N−1
r Q−1(z)Dd(z)R(z)Nf (z)

= H3(zI − F3)−1G3 + E3 (43)

N−1
r Q−1(z)T (z)Nm(z)

= H4(zI − F4)−1G4 + E4 (44)

制御系全体の挙動はつぎのように記述される．



E 0 0 0
0 I 0 0
0 0 I 0
0 0 0 I







x(k + 1)
ξ1(k + 1)
ξ2(k + 1)
ξ3(k + 1)




=




A−BE2C −BH1

−G1E2C F1 −G1H1

G2C 0
0 0

−BH2 −BH3

−G1H2 −G1H3

F2 0
0 F3







x(k)
ξ1(k)
ξ2(k)
ξ3(k)




+




BH4

G1H4

0
0


 ξ4(k) +




Bf −BE3

−G1E3

0
G3


 f(v(k))

+




BE4

G1E4

0
0


 rm(k)

+




d(k)−BE2d0(k)
−G1E2d0(k)

G2d0(k)
0


 (45)

v(k) = Cfx(k) (46)

y(k) = Cx(k) + d0(k) (47)
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zT (k), Ẽ, As, Bs, ds, Csは以下のように示される,

zT (k) = [xT (k), ξT
1 (k), ξT

2 (k), ξT
3 (k)](48)

As =




A−BE2C −BH1

−G1E2C F1 −G1H1

G2C 0
0 0

−BH2 −BH3

−G1H2 −G1H3

F2 0
0 F3


 (49)

ds(k) =




BH4

G1H4

0
0


 ξ4(k) +




BE4

G1E4

0
0


 rm(k)

+




d(k)−BE2d0(k)
−G1E2d0(k)

G2d0(k)
0




=




Bum(k) + d(k)−BE2d0(k)
−G1um(k)−G1E2d0(k)

G2d0(k)
0


(50)

Ẽ =




E 0 0 0
0 I 0 0
0 0 I 0
0 0 0 I


 (51)

Bs =




Bf −BE3

−G1E3

0
G3


 (52)

Cs = [Cf , 0, 0, 0] (53)

CR = [C, 0, 0, 0] (54)

(45) ∼ (47)式の系は以下のようになる．

Ẽz(k + 1) = Asz(k) + Bsf(v(k)) + ds(k)

(55)

v(k) = Csz(k) (56)

y(k) = CRz(k) + d0(k) (57)

この系でds(k)が有界であるので，内部状態の有

界性はz(k)の有界性を示すことである．Asは(49)

式で与えられて，その特性多項式は下式になる．

|zẼ −As| = T l(z)Dl
m(z)|Q(z)|2 |N(z)||N−1

r |
Dl−1(z)

=
1
αe
|N−1

r |T l(z)Dl
m(z)|Q(z)|2|NL(z)|

(58)

上式で|Q(z)|, |NL(z)|, T (z), Dm(z)はすべて安定

な多項式であるから，Asは安定なシステム行列で

ある．z(k)は

z(k) = Qz̄(k) = Q

[
z̄1(k)
z̄2(k)

]
(59)

とする．(55)式より，つぎの式が得られる．

PẼQz̄(k + 1) = PAsQz̄(k)

+PBsf(v(k)) + Pds(k) (60)

すなわち，
[

I 0
0 0

][
z̄1(k + 1)
z̄2(k + 1)

]

=

[
As1 0
0 I

][
z̄1(k)
z̄2(k)

]

+

[
Bs1

Bs2

]
f(v(k)) +

[
ds1(k)
ds2(k)

]
(61)

上式は(62)と(63)式のように書き分けることが

できる．

z̄1(k + 1) = As1z̄1(k) + Bs1f(v(k)) + ds1(k)

(62)

0 = z̄2(k) + Bs2f(v(k)) + ds2(k) (63)

ここで,

z̄(k) =

[
z̄1(k)
z̄2(k)

]
(64)

PẼQ =

[
I 0
0 0

]
(65)

PAsQ =

[
As1 0
0 I

]
(66)

PBs =

[
Bs1

Bs2

]
(67)

Pds(k) =

[
ds1(k)
ds2(k)

]
(68)

である. CsQ = (Cs1, Cs2)とする，(56)式は下式

になる．

v(k) = CsQz̄(k)
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=
[

Cs1 Cs2

] [
z̄1(k)
z̄2(k)

]

= Cs1z̄1(k) + Cs2z̄2(k) (69)

そのとき，

v = ψ(Cs1z̄1(k)− Cs2ds2(k)) (70)

である．(62)式は以下のようになる．

z̄1(k + 1) = As1z̄1(k)

+Bs1f(ψ(Cs1z̄1(k)

−Cs2ds2(k))) + ds1(k) (71)

(58)と(61)式より，

|P ||zẼ −As||Q| = αPQ|zẼ −As|

= αPQ

∣∣∣∣∣
zI −As1 0

0 −I

∣∣∣∣∣
= αI |zI −As1| (72)

が得られる．ここで，αPQ, αIは定数である．(58)

式の|zẼ−As|は安定なシステム行列であるから,As1

も安定なシステム行列であることが分かる．(62)

式のz̄1(k)の二次形式は下式にする．

V (k) = z̄T
1 (k)Psz̄1(k) (73)

上式を使って,∆V (k)を求めれば，つぎのように

なる．

∆V (k) = z̄T
1 (k + 1)Psz̄1(k + 1)− V (k)

= [As1z̄1(k) + Bs1f(v(k)) + ds1(k)]T Ps

.[As1z̄1(k) + Bs1f(v(k)) + ds1(k)]

−V (k) (74)

Asに対して，正定対称の行列QsとPsが存在し，

下式のLyapunov方程式がある．

AT
s1PsAs1 − Ps = −Qs (75)

ds1(k)は有界であることに注意するから．∆V (k)

は，

∆V (k) <= −z̄T
1 (k)Qsz̄1(k) + M1||z̄1(k)||

.||f(v(k))||+ M2||z̄1(k)||+ µ2||f(v(k))||2

+M3||f(v(k))||+ M4 (76)

∆V (k) <= −µ1||z̄1(k)||2 + M5||z̄1(k)||1+γ + M6

<= −µc||z̄1(k)||2 + M

<= −µmV (k) + M (77)

である．ここで, 0 <= γ < 1, 0 < µ1 < λmin(Qs), µ2 >

0, 0 < µm < µc < min(µ1, 1). µ1, µ2,Mi(i = 1 ∼
6),Mは正定数である.したがって，

V (k) <= V0 + M/µm (78)

である．上式と(70)式より，z̄1(k)は有界であり，

(63)式より，z̄2(k)は有界であり，(64)式より，z̄(k)

は有界であり，(59)式より，z(k)は有界である．以

上の議論をまとめて，次の定理が得られる．

定理 1 制御対象は (76)と(77)式,

Ez(k + 1) = Az(k) + Bf(v(k))

+d(k) (79)

v(k) = Cz(k) + d0(k) (80)

とする系で，z(k) ∈ Rn, v(k), d(k) ∈ Rn, d0(k) ∈
Rl, f(v(k)) ∈ Rlfであり，d(k), d0(k)は有界な外乱

とし，Aは安定なシステム行列である．次の条件

を満足すれば，z(k)，v(k)は有界である．

||f(v(k))|| <= α + β||v(k)||γ (81)

ここで, α ≥ 0, β ≥ 0, 0 <= γ < 1である．

5. 数値例

つぎの非線形離散時間系に対して，
[

0 0.8
0 0

]
x(k + 1) =

[
0 1

−0.2 1.2

]
x(k)

+

[
0
1

]
u(k) +

[
1
0

]
f(v(k))

+

[
1
1

]
d(k) (82)
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v(k) =
[

1 0
]
x(k) (83)

y(k) =
[

0.5 1
]
x(k) + d0(k) (84)

f(v(k)) = sin(v(k)) + 1 (85)

である．また，追従モデルは以下のものを使用

する．

xm(k + 1) =

[
0 1

−0.1 0.6

]
xm(k)

+

[
0
1

]
rm(k) (86)

rm = sin(ik/16) + 2.5 (87)

ym(k) =
[

1 0
]
xm(k) (88)

外乱d(k), d0(k)はつぎのようにする．

d0(k) = 0.6(10 ∼ 30) (89)

d(k) = 0.8(50 ∼ 80) (90)

シミュレーションの応答をFig.1に示す．応答よ

り，y(k)は漸近的にym(k)に收束していることがわ

かった．

Fig. 1　Responses of nonlinear Discrete Time De-
scriptor system

6. おわりに

本稿では離散時間非線形系のモデル追従形制御

系の一設計法を示した．数値例を用いて，その有

効性を確認した．シフト演算子zを導入し，zに関

する多項式行列の簡単な代数演算で制御系が設計

できる．制御入力u(k)を構成する場合,システムの

特性多項式D(z)は一般にモニックな多項式ではな

いため，T (z)の最高次数項の係数はD(z)のそれと

同じでなければならない．また設計するとき，座

標変換などを施さないため，システム内の物理変

数や定数,物理的な構造を変えることなく自然に

u(k)を構成することができる．
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