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1. はじめに

むだ時間システムには，中立型むだ時間系と呼

ばれる状態変数の微分遅れを含んだ系がある．状

態遅れ系と異なり，複素平面の虚軸に平行な直線

に漸近する無限個の極をもち，一般的に制御が難

しくなる．

近年，中立型むだ時間システムの解析.設計にお

いて，注目されている．しかしながら，非線形中

立型むだ時間システムのモデル追従形制御系の設

計.設計またすくないである．本論文では，非線形

中立型むだ時間系に対し，モデル追従形制御系の

設計法を考察する．

本稿では非線形部(f(v(t)))を||f(v(t)) <= α+β||v(t)||γ , (0 <=

γ < 1)として捉え，有界性を示す．最後に，具体

的な数値例に基づき，外乱が存在する場合でも制

御対象の出力は参照モデルに漸近的に追従するこ

とを確認する．

2. 問題の設定

制御対象と参照モデルは(1)-(5)式とする．

ẋ(t) =
k∑

i=0

Aix(t− hi) +
k∑

i=0

A−iẋ(t− hi)

+
k∑

i=0

Biu(t) + Bff(v(t)) + d(t) (1)

y(t) =
k∑

i=0

Cix(t− hi) + d0(t) (2)

v(t) =
k∑

i=0

Cfix(t− hi) (3)

ẋm(t) = Amxm(t) + Bmrm(t) (4)

ym(t) = Cmxm(t) (5)

ここで,x(t)は状態変数，u(t)は制御入力，y(t)は

制御対象の出力，v(t)は補助出力，f(v(t))は既知

の非線形部，d(t)とd0(t)は有界な外乱，hiはむだ

時間である．xm(t)，rm(t)，ym(t)はそれぞれ参照

モデルに関する状態変数，参照入力，参照出力で

ある。Ai,A−i,Bi,Ci,Bf ,CfitおよびAm,Bm,Cmは適

当な次元の定数行列である。また，制御対象と参
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照モデルの出力誤差は次式で与える。

e(t) = y(t)− ym(t) (6)

この設計においては，内部状態がすべて有界に

保持され，t → ∞でe(t) → 0にするような非線形

中立型むだ時間システムのモデル追従形制御系の

設計法を示す。

3. 制御系の設計

記述を簡単にするためにp = d/dtとおき，以下

のような時間遅れ作用素ベクトルσを用いる．

σ = (σ0, σ1, σ2, · · · , σk)T (7)

σi = e−phi (8)

σix(t) = x(t− hi) (9)

これより，(1),(2),(3)式は(10),(11),(12)式のよう

に簡単な記述で表すことができる．

E(σ)ẋ(t) = A(σ)x(t) + B(σ)u(t)

+Bff(v(t)) + d(t) (10)

y(t) = C(σ)x(t) + d0(t) (11)

v(t) = Cf (σ)x(t) (12)

ここで，

A(σ) =
k∑

i=0

Aiσi, B(σ) =
k∑

i=0

Biσi,

C(σ) =
k∑

i=0

Ciσi, Cf (σ) =
k∑

i=0

Cfiσi

E(σ) = I +
k∑

i=0

A−iσi (13)

y(t),ym(t)とv(t)は(14),(15)と(16)式で示す.

y(t) = C(σ)[pE(σ)−A(σ)]−1B(σ)u(t)

+C(σ)[pE(σ)−A(σ)]−1Bff(v(t))

+C(σ)[pE(σ)−A(σ)]−1d(t) + d0(t)(14)

ym(t) = Cm[pI −Am]−1Bmrm(t) (15)

v(t) = Cf (σ)[pE(σ)−A(σ)]−1B(σ)u(t)

+Cf (σ)[pE(σ)−A(σ)]−1Bff(v(t))

+Cf (σ)[pE(σ)−A(σ)]−1d(t) (16)

ここで，

C(σ)[pE(σ)−A(σ)]−1B(σ) =
N(σ, p)
D(σ, p)

(17)

C(σ)[pE(σ)−A(σ)]−1Bf =
Nf (σ, p)
D(σ, p)

(18)

Cm[pI −Am]−1Bm =
Nm(p)
Dm(p)

(19)

とする.ただし，D(σ, p) = |pE(σ)−A(σ)|,Dm(p) =

|pI−Am|である.Dm(p)は安定多項式である.(14)と

(15)式より，(20)と(21)式が得られる.

D(σ, p)y(t) = N(σ, p)u(t)

+Nf (σ, p)f(v(t)) + w(t) (20)

Dm(p)ym(t) = Nm(p)rm(t) (21)

外乱はまとめて(22)式になる.

w(t) = C(σ)adj[pE(σ)−A(σ)]d(t)

+D(σ, p)d0(t) (22)

N(σ, p)，Nf (σ, p)とNm(p)は(23),(24)と(25)式で

与えられる.

N(σ, p) = C(σ)adj[pE(σ)−A(σ)]B(σ)(23)

Nf (σ, p) = C(σ)adj[pE(σ)−A(σ)]Bf (24)

Nm(p) = Cmadj[pI −Am]Bm (25)

設計の都合上，N(σ, p)，Nf (σ, p)，Nm(p)を以下

式のようにする．

N(σ, p) = diag(pηi)Nr(σ) + Ñ(σ, p) (26)

Nr(σ) = Nr(σ) + N̂r (27)

Nf (σ, p) = diag(pηfi)Nfr(σ) + Ñf (σ, p)(28)

Nm(p) = diag(pηmi)Nmr + Ñm(p) (29)

ここで，(i = 0, 1, · · · , l)，∂riÑ(σ, p) < ηi，

∂riÑf (σ, p) < ηfi,∂riÑm(p) < ηmi(∂ri(•)は(•)の各
行のpに関する最低次数を表す)である．N̄r(σ)の各
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行のσについての最低次数は1である．N̂rはl×lの定

数行列であり,|N̂r| 6= 0であるとする．∂Dd(p) = nd

とする．よって(30)式が成り立つ.w(t)は(31)式を

満たす．

Dd(p)d(t) = 0, Dd(p)d0(t) = 0 (30)

Dd(p)w(t) = 0 (31)

次に，ρ次(ρ ≥nd +2n−nm−1−ηi)のモ二ックで

安定な多項式T (p)を選び，次の方程式よりR(σ, p)，

S(σ, p)を求める.

T (p)Dm(p) = Dd(p)D(σ, p)R(σ, p) + S(σ, p) (32)

ここで，各多項式の次数は，∂T (p) = ρ,∂Dm(p) =

nm,∂Dd(p) = nd,∂D(σ, p) = n,∂R(σ, p) = ρ+nm−
nd − n,∂S(σ, p)<=nd + n− 1である．つぎに上式を

用いて誤差e(t)にかけると次式が得られる.

D(p)Dm(p)e(t) = Dd(p)D(σ, p)R(σ, p)y(t)

+S(σ, p)y(t)− T (p)Nm(p)rm(t) (33)

すなわち，

e(t) =
1

T (p)Dm(p)
{[Dd(p)R(σ, p)N(σ, p)

−Q(p)Nr(σ)]u(t)

+Dd(p)R(σ, p)Nf (σ, p)f(v(t))

+Q(p)Nr(σ)u(t) + S(σ, p)y(t)

−T (p)Nm(p)rm(t)} (34)

Q(p)は|Q(p)|が安定な多項式であるような多項
式行列であり，以下式のように表す．

Q(p) = diag(pρ+nm−n+ηi) + Q̃(p) (35)

∂riQ̃(p) < ρ + nm − n + ηi (36)

(34)式の右辺をゼロにするように，u(t)は下のよ

うになる.

u(t) = −N̂−1
r Nr(σ)u(t)

−N̂−1
r Q−1(p){Dd(p)R(σ, p)N(σ, p)

−Q(p)Nr(σ)}u(t)

−N̂−1
r Q−1(p)Dd(p)R(σ, p)Nf (σ, p)f(v(t))

−N̂−1
r Q−1(p)S(σ, p)y(t)

+N̂−1
r Q−1(p)T (p)Nm(p)rm(t) (37)

上式の各行列要素の分数式properであるために

は，以下の条件を満足しなければならない(i =

1, 2, · · · , l):ρ ≥ nd+2n−nm−1−ηi，nm−ηmi ≥ n−ηi

，ηi ≥ ηfi．(37)式の制御入力は(34)式をゼロにす

る．すなわち，e(t) → 0(t →∞)．制御系を構成す

る内部状態が有界であれば，モデル追従形制御系

が実現できる．

4. 内部状態の有界性の証明

状態空間表示を使ってu(t)を表すために次のよ

うな状態変数を導入する．

u(t) = −J0(σ)u(t)−H1(σ)ξ1(t)

−J2(σ)y(t)−H2(σ)ξ2(t)

−J3(σ)f(v(t))−H3(σ)ξ3(t)

+um(t) (38)

ξ1(t),ξ2(t),ξ3(t)は次の状態である．

ξ̇1(t) = F1ξ1(t) + G1u(t) (39)

ξ̇2(t) = F2ξ2(t) + G2y(t) (40)

ξ̇3(t) = F3ξ3(t) + G3f(v(t)) (41)

多項式とシステム行列の間には次の関係がある．

J0(σ) = N̂−1
r N̄r(σ) (42)

H1(σ)[pI − F1]−1G1 = N̂−1
r Q−1(p)

.{Dd(p)R(σ, p)N(σ, p)−Q(p)Nr(σ)}(43)

J2(σ) + H2(σ)[pI − F2]−1G2

= N̂−1
r Q−1(p)S(σ, p) (44)

J3(σ) + H3(σ)[pI − F3]−1G3

= N̂−1
r Q−1(p)Dd(p)R(σ, p)Nf (σ, p) (45)
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ここでは|pI − Fi| = |Q(p)|(i = 1, 2, 3, 4)である．

さらに,外部信号umは(46)式で与えられる．

um(t) = N̂−1
r Q−1(p)T (p)Nm(p)rm(t) (46)

制御系全体の挙動は次のように記述される．

Ē(σ)ż(t) = As(σ)z(t)

+Bs(σ)f(v(t)) + ds(t) (47)

y(t) = C(σ)x(t) + d0(t) (48)

v(t) = Cs(σ)z(t) (49)

ここで，

zT (t) = [xT (t), ξT
1 (t), ξT

2 (t), ξT
3 (t), uT (t)]

(50)

Cs(σ) = [Cf (σ), 0, 0, 0, 0] (51)

である．Ē(σ),As(σ), Bs(σ)とds(t)の内容は以下

の式を対応させることにより明らかである．

Ē(σ) =




E(σ) 0 0 0 0
0 I 0 0 0
0 0 I 0 0
0 0 0 I 0
0 0 0 0 0




(52)

As(σ) =


A(σ) 0
0 F1

G2C(σ) 0
0 0

−E2(σ)C(σ) −H1(σ)

0 0 B(σ)
0 0 G1

F2 0 0
0 F3 0

−H2(σ) −H3(σ) −{I + E0(σ)}



(53)

Bs(σ) =




Bf

0
0

G3

−E3(σ)




(54)

ds(t) =




d(t)
0

G2d0(t)
0

um(t)− E2(σ)d0(t)




(55)

この系で，ds(t)が有界であるので，内部状態の

有界性はz(t)の有界性を示すことである．非線形

部をf(v(t))の形を次式のようにおく．

||f(v(t))|| <= α + β||v(t)||γ (56)

ここで，α ≥ 0,β ≥ 0，0 <= γ < 1ベクトルノル

ム|| • ||はユークリッドノルムである．本研究は非
線形部が有界関数であり，内部状態有界性を証明

する．

As(σ)は(53)式で与えられ，その特性多項式は

(57)式になる(文献4).

|pĒ(σ)−As(σ)| = |N̂r|−1T (p)l

Dm(p)l|Q(p)|2Vs(σ, p) (57)

ただし，Vs(σ, p)はC(σ)[pE(σ)−A(σ)]−1B(σ)の

零点の多項式であり，C(σ)[pE(σ)−A(σ)]−1B(σ)の

左既約分解をC(σ)[pE(σ)−A(σ)]−1B(σ)= W (σ, p)−1U(σ, p)

とすれば，Vs(σ, p) = |U(σ, p)|/|Nr(σ)|である．(57)

式で|Q(p)|，Vs(σ, p)，T (p)，Dm(p)はすべて安定な

多項式であるので,As(σ)は安定なシステム行列で

ある．

(47)式より,適当な正則行列X,Yを使うと(文献7

の(4)式と(5)式参考)，次式になる．

XĒ(σ)Y ˙̄z(t) = XAs(σ)Y z̄(t)

+XBs(σ)f(v(t)) + Xds(t) (58)

E ˙̄z(t) = XAs(σ)Y z̄(t)

+XBs(σ)f(v(t)) + Xds(t) (59)

ここで，

E =

[
I 0
0 0

]
, XAs(σ)Y =

[
As1(σ) 0

0 I

]
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z̄(t) =

[
z̄1(t)
z̄2(t)

]
, XBs(σ) =

[
Bs1(σ)
Bs2(σ)

]

Xds(t) =

[
ds1(σ)
ds2(σ)

]
(60)

すなわち
[

I 0
0 0

] [
˙̄z1(t)
˙̄z2(t)

]

=

[
As1(σ) 0

0 I

][
z̄1(t)
z̄2(t)

]

+

[
Bs1(σ)
Bs2(σ)

]
f(v(t)) +

[
ds1(t)
ds2(t)

]
(61)

である．上式は(62)，(63)のように書き分けるこ

とができる．

˙̄z1(t) = As1(σ)z̄1(t)

+Bs1(σ)f(v(t)) + ds1(t) (62)

z̄2(t) = −Bs2(σ)f(v(t))− ds2(t) (63)

である．

(57)，(60)式より，

|X||pĒ(σ)−As(σ)||Y |

=λ|pE −As1(σ)| (64)

が得る．λは定数である．As(σ)は安定なシステ

ム行列ですからAs1(σ)も安定なシステム行列であ

ること分かる．z̄1(t)の二次形式を次式になる．

V (t, σ) =
1
2
z̄T
1 (t)Ps1(σ)z̄1(t) (65)

V̇ (t, σ) = −1
2
z̄T
1 (t)Qs1z̄1(t)

+z̄T
1 (t)Ps1(σ)ds1(t)

+z̄T
1 (t)Ps1(σ)Bs1(σ)f(v(t)) (66)

よって次のようなリャプノフ方程式

AT
s1(σ)Ps1(σ)As1(σ) = −Qs1 (67)

が成立する．ここで，Ps1(σ),Qs1は正定対称行

列である．文献1の(4.1)参考，

V̇ (t, σ) <= −k1V (t, σ) + k2 (68)

となる．正定数k1, k2が存在する．したがって(文

献4参考)，

V (t, σ) <=
k1

k2
+ V (0, σ) (69)

よりz1は有界である．As2(σ),Bs2(σ)f(v(t))とds2(t)

は有界から，z2(t)有界である．さらにz(t)が有界

である．よって次の定理を得る．

定理 1 z(t)∈Rn,v(t)∈Rq,f(v(t))∈Rlf ,d0(t)∈Rl,d(t)

∈Rnは有界な外乱とし，A(σ)∈Rn×nは安定なシス

テム行列とする．

Ē(σ)ż(t) = A(σ)z(t)

+B(σ)f(v(t)) + d(t) (70)

v(t) = C(σ)z(t) + d0(t) (71)

の系で，次の条件を満足すれば，z(t)，v(t)は有

界である．

(1)外乱d(t),d0(t)はDd(p)d(t) = 0,Dd(p)d0(t) = 0

を満たす．

(2)非線形項||f(v(t))|| <= α + β||v(t)||γ ,(α ≥ 0, β ≥
0, 0 <= γ < 1)を満たす．

(3)線形部分の不変零点は開左半平面に存在する．

(4)|N̂r| 6= 0. (5)As(σ) ∈ Rn×n安定である．

証明：本文参照．

5. 数値例

次のむだ時間を有するシステムに対し，モデル

追従形制御系を計算する．

ẋ(t) =




0 σ1 0
0 1 0
−30 −20 −10


 x(t)

−




1 0 0
0 3 + σ2 1
0 0 0


 ẋ(t) +




0
0
σ3


 u(t)

+




2
1
1


 f(v(t)) +




0
d(t)
d(t)


 (72)

v(t) =
[

0 1 1 + σ4

]
x(t) (73)
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y(t) =
[

5 + σ3 0 0
]
x(t) + d0(t) (74)

f(v(t)) = v(t)1/3 + v(t)1/5 (75)

また，追従モデルは以下のものを使用する．

ẋm(t) =

[
0 1
−6 −5

]
xm(t) +

[
0
1

]
rm(t)

(76)

ym(t) =
[

2 1
]
xm(t) (77)

rm(t) = 4sin0.5t + 8 (78)

シュミレーションの応答を図1に示す．応答より，

y(t)は漸近的にym(t)に收束している事がわかる．

Fig. 1　Responses of the System for Nonlinear
Neutral System with Time Delays.

6. おわりに

本稿では非線形中立型むだ時間系のモデル追従

形制御系の設計を示した．むだ時間に対応する時

間に関する微分作用素pを導入し，pに関する多項

式行列の簡単な代数演算で制御系が設計できる．

数値例を用いて，その有効性を確認した．今後の

課題として，本方法によって設計されたモデル追

従形制御系の非線形部γ ≥ 1の場合へ拡張するこ

とである．
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