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1．緒言 

 現代制御理論では，実システムを状態方程式

で表現する．しかし状態方程式表現では，実シ

ステムにおける物理的・工学的現象と整合しな

い場合がある．それはつまり，状態方程式が実

システムを表現するのに不十分であり，実際の

物理的・工学的現象と整合性のよい数式表現が 
必要であると考えられる． 
 実際の物理的・工学的現象と整合性のよい数

式表現の一つとして積分型状態方程式がある．

通常の状態方程式では状態の時間微分によっ

て状態の時間的変化を表現するのに対し，積分

型状態方程式では状態の時間に関する積分を

用いて状態の時間的変化を表現する．現代制御

理論における制御系設計や特性の解析などは

通常の状態方程式を用いて行われており，積分 
型状態方程式を用いたものは少ない． 
 そこで本稿では，積分型状態方程式で表現さ

れたむだ時間系に対するモデル追従形制御系

の設計法を提案する．まず，積分型状態方程式

で表現されたむだ時間系の制御対象及び参照

モデルを設定し，制御則の詳細な構成手順を示

す．そして，外乱を考慮した具体的な数値例に

対しシミュレーションを行い，制御対象の出力

が参照モデルの出力に追従することを確認 
する． 
 
 
 
 

2．問題の設定 

 入出力と状態に任意のむだ時間を含む制御 
対象及び参照モデルをそれぞれ次式(1)，(2)で表

す． 
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ここで， nRtx ∈)( は状態変数， lRtu ∈)( は制御

入力， lRty ∈)( は制御対象の出力， ,)( nRtd ∈
l

o Rtd ∈)( は有界な外乱， )0( 10 ki hhhh <<<= L

はむだ時間， l
m

l
m

n
m RtyRtrRtx mm ∈∈∈ )(,)(,)(

はそれぞれ参照モデルに関する状態変数，参照

入力，出力である． ,,, iii CBA mmmi CBAD ,,, は

それぞれ適合する次元の定数行列であり，

),( mm BA 可制御， ),( mm AC 可観測， mA は安定行

列とする．制御対象で利用可能な状態は )(ty の

みであり，内部状態は直接入手できないものと

する．また， 0)0( =d とし，制御対象と参照モ

デルの出力誤差 )(te は次式で与えられる． 

)()()( tytyte m−=  (3) 
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本研究では，内部状態はすべて有界に保持され，

∞→t で 0)( →te にするようなモデル追従形制  
御系を考える． 
 

3．制御系の設計 

 制御対象(1)式の記述を簡単にするために，次

式で定義されるむだ時間作用素ベクトルσ を 
導入する． 
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ただし， 00 =h より 10 =σ であり，実際のむだ

時間作用素は kσσσ ,,, 21 L である．(4)式を利用

して制御対象 (1)式を書き換えれば次のように  
なる． 
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ここで， 
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である． 
 (5)式において定積分演算子を     と

おくと制御対象の出力 )(ty は次のようになる． 
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また，(2)式において微分演算子を )( dtdp = と

おくと参照モデルの出力 )(tym は次のようにな  
る． 

)(][)( 1 trBApICty mmmmm
−−=  (8) 

(7)，(8)式において， 
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とおくと，それぞれ(11)，(12)式のようになる．

また，外乱はまとめて(13)式のようになる． 

)()(),()(),( 11 twtupNtypD LL += −− σσ  (11) 
)()()()( trpNtypD mmmm =  (12) 

)(),()(
~

)](adj[)()( 11 tdpDtdAIpCtw oL
−− +−= σσσ  

 (13) 

設計の都合上， )(),,( 1 pNpN mL
−σ を次式の形式 

で表す． 
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),,2,1(),(~]diag[)( lipNNppN mmm r
im

L=+=
η

 
 (15) 

iη− は ),( 1−pNL σ の p に関する行次数で ，は 
)( pNm の行次数である．また，        

      (   は )(∗ の p に関する行次数

を表す)である．  は ll × の定数行列であり， 
    である．また，外乱 )(),(

~
tdtd o は次式 

を満たすものとする． 
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)( pDd は既知でモニックな多項式であり，外乱

のモードを与える．したがって， )(tw は次式を 
満たす． 

0)()( =twpDd  (17) 

 次に，以下の 2 つの条件を満たすような

),( pT σ を選び，(18)式より ),(),( pSpR σ を求め 
る． 
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  ① pについての次数は 
)12( −+−−≥ imLd nnn ηρρ である． 

②最高次数項の係数は ),( 1−pDL σ のそれと 
同じである 

),()(),()()(),( 1 pSpRpDpDpDpT Ldm σσσ += −  
 (18) 

ここで， pに関する各多項式の次数は， 
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である． 
 (3)，(11)，(12)，(14)，(17)，(18)式より出力 
誤差 )(te は次式のようになる． 
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ここで， )( pQ は )( pQ が安定多項式であるよう 
な多項式行列であり，次式のように表す． 

),,2,1(),(~]diag[)( lipQppQ iLm nn
L=+= −++ ηρ  

 (20) 

ただし，           である． 
 (19)式において 0)()(),( =tepDpT mσ となるよ

うに(19)式の右辺を 0 とおけば )(tu は次式のよ 
うに求められる． 
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(21)式の各行列要素の分数式がプロパーである

ためには次の 2つの条件を満たさなければなら 
ない． 

① ),,2,1(,12 linnn imLd L=−+−−≥ ηρ  
② ),,2,1(, linn Limm i

L=−≥− ηη  

さらに，次の関係式 
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)3,2,1(,)( ==− ipQFpI i  (24) 

を利用すれば，(21)式は次式のように書き換え 
られる． 
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ここで，外生信号 )(tum は 

)()()()()( 333 tHtrJtu mm ξσσ +=  (26) 

である． 
 (25)式の )(tu は )(0)( ∞→→ tte を満足するか

ら，制御系を構成する内部状態が有界であれば 
モデル追従形制御系が実現できる． 
 

4．数値例 

 数値例として，次のような入力と出力にむだ

時間を含む簡単なシステムに対してモデル追 
従形制御系を設計する． 

iLmr nnpQ
i

ηρ −++<∂ )(~
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制御対象(27)式をむだ時間作用素ベクトルを用

いて表すと， 
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となる．初期値関数は 
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であり，外乱はステップ外乱で， 
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とする．また，参照モデルは 
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であり，参照入力は 

85.0sin4)( += ttrm  (32) 

である．初期値は 

0)0()0( 3 == ξmx  (33) 

とする． 
 まず，(9)，(10)式より ),,(),,( 11 −− pDpN LL σσ  

)(),( pDpN mm を求める． 
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)0(,21),( 211 =++= −−−
LL npppD σ  (35) 

)1(,2)(
1

=+= mm ppN η  (36) 

)2(,65)( 2 =++= mm npppD  (37) 

次に，条件に合うように 

)3(,)( 3 == dd nppD  (38) 
)1(,5),( =+= ρσ ppT  (39) 

と選び，(18)式より ),(),( pSpR σ を求めると次の

ようになる． 
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30308),( 2 ++= pppS σ  (41) 

さらに， 31 =−++ ηρ Lm nn であるから 

3)2()( += ppQ  (42) 

と選び，(22)式より )(),(),( 320 σσσ JJJ および 
)3,2,1(),( =iHi σ を求めると次のようになる． 
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したがって制御入力は 
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あるいは， 
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となる．この数値シミュレーション結果を図 1 
に示す． 
 図 1 から，制御対象の出力 )(ty は参照モデル

の出力 )(tym に追従し，出力誤差 )(te は漸近的に

0 に収束していることが確認できる．ステップ

外乱が加わっている区間でも出力誤差は0に収 
束していることがわかる． 

 
Fig.1 Responses of the system with time delays 

5．結言 

 本稿では，積分型状態方程式で表現されたむ

だ時間システムに対してモデル追従形制御系

の設計法を提案した．そして，具体的な数値例

に対して本設計法を適用し制御入力を求めた．

その制御入力を用いて数値シミュレーション

を行い，外乱が加わっている区間でも制御対象

の出力は参照モデルの出力に追従し，出力誤差 
は漸近的に 0 に収束すること確認した． 
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