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1. はじめに
多次元 (n-D)システムの伝達関数または伝達 (関

数)行列からその状態空間方程式を求める実現問題

は, 多くの分野に応用できるため注目されている. し

かし, n-D (n >= 2) システムは従来の 1次元 (1-D)

システムの場合と全く異なる数学的性質を持つため,

その最小実現を求めることが極めて困難であり,い

かに低次数の n-D状態空間実現を求めるかが重要と

なる 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9).

最近,本研究グループでは行列基本変形によるn-D

Fornasini-Marchesini (F-M) 状態空間モデル実現法

を提案した 10)．また，この方法では行列基本変形の

手順・独立変数の処理順によって実現の次数が異なる

問題を明らかにすると共に, 1入出力（SISO)の場合

に対し実際の実現操作を行わずにこの実現手順によ

る実現次数の評価アルゴリズムを示した．この結果

によって，効率的により低い次数の実現を得ること

ができる処理順を見つけられるようになった 11).し

かし，これらの成果をより複雑な多入出力 (MIMO)

場合へ拡張することが課題として残されている.

本論文では, MIMOシステムの行列基本変形によ

るF-M状態空間モデル実現法の一般的な手順を明確

に示し,この実現手順で得られる実現の次数を評価

するアルゴリズムを提案し, 数値例でその有効性を

示す.

2. F-Mモデルの実現問題
n-D MIMO 線形離散システムの F-M状態空間モ

デルは次式で与えられる.

x(i1 + 1, ... , in + 1)

=A1x(i1, i2+1, . . . , in+1)+. . .+Anx(i1+1, . . . , in−1+1, in)

+B1u(i1, i2+1, . . . , in+1) + . . .+Bnu(i1+1, . . . , in−1+1, in)

y(i1, ... , in) = Cx(i1, ..., in) + Du(i1, ..., in) (1)

ただし，x(i1, ..., in) は状態ベクトル, u(i1, ..., in),

y(i1, ... , in)はそれぞれ入出力ベクトル, A1, ..., An，

B1, ..., Bn, C, Dは適切な大きさの実数行列である．

システム (1)を簡単に (A, B, C, D)で表す場合が

ある. ただし, A = (A1, ... , An), B = (B1, ... , Bn)
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である.

システム (1)の伝達行列は次式で与えられる.

H(z1, . . . , zn) = D+C

Ir −
n∑

j=1

Ajzj

−1
n∑

j=1

Bjzj

(2)

ただし, z1, . . . , zn は遅れ作用素である．また，rを

F-Mモデルの次数という.

全次数が 1となる単項式,多項式をそれぞれ 1-D線

形単項式, n-D線形多項式と呼ぶ 11). また, n-D 多

項式 p(z1, ... , zn)は定数項を持たないとき, 常に zk,

k ∈ {1, ... , n}に関して次の形に分解できる.

p(z1, . . . , zn) = zkp1(z1, . . . , zn) + p2(zk)

+ p3(z1, . . . , zk−1, zk+1, . . . , zn) (3)

ただし, p1は定数項を持たない n-D多項式, p2は zk

に関する 1-D線形単項式, p3は zkを含まない (n−1)-

D多項式である 6). 以下では簡単のため,時折独立

変数 (z1, . . . , zn)を省略,または (z)と記述する.

さらに, n-D多項式ベクトル p(z)は, n-D多項式

を成分に持つベクトルで, p(z)に含まれる n-D多項

式の全次数と zk に関する次数の最大値をそれぞれ

p(z)の全次数と zk に関する次数と呼び, deg p(z),

degzk
p(z)で表す 6, 7).

a(z) と b(z) を n-D 多項式とする n-D 有理関数

g(z) = a(z)/b(z) に対し, b(0, . . . , 0) 6= 0であるな

らば, g(z)は causalであるという. また, n-D有理

関数行列G(z)の全ての成分が causalであるならば,

G(z)は causalであるという 3).

ここで, M̄ を n-D多項式行列とし,本論文で用い

る行列基本変形を次のように定義する 7).
addrow(M̄, j, i, b(·)): M̄ の第 j 行に多項式 b(·)を掛

け,第 i 行に加える.

addcol(M̄, j, i, b(·)): M̄ の第 j 列に多項式 b(·)を掛

け,第 i 列に加える. 　

さらに, 0を適切なサイズの零行列として拡大操作

augment(M̄)を次式で定義する 6).

augment(M̄) =

[
1 0

0 M̄

]

与えられた n-D伝達行列 H(z)に対し，(2)式を

満たす (A, B, C, D)を求める問題を, F-Mモデル

の実現問題という．

3. 行列基本変形によるMIMO

F-M状態空間モデル実現法
次の左行列分解表現で与えられる causalな p × q

の n-D伝達行列について考える.

H(z) = Dl(z)−1Nl(z) (4)

ただし, Nl(z), Dl(z) はそれぞれ p × q, p × p の

n-D 多項式行列である. さらに, 一般性を失わず

Nl(0, . . . , 0) = 0, Dl(0, . . . , 0) = Ip とする. この

ときD = 0となりA, B, C を求めればよい 10).
まず次の形の行列M0 を定義する.

M0 ,
[

Dl(z) Nl(z)
Ip X

]
(5)

ただし, Xは その成分が含まれる行と他の行の入れ
替え (列も同様),あるいは Xの構造や成分の表記を
変えるような行列基本変形を禁止するための p × q

の指標行列である 10). このM0に対して行列基本変

形と拡大操作を行うことで,

M =

Ir −
n∑

i=1

Aizi

n∑
i=1

Bizi

C X

 (6)

の形の行列M に変形でき, このときのA, B, C と

D = 0はH(z)の実現となる 10).

ここで, SISOの場合と比べ，行列M0の構造がよ

り複雑であるため，低次数の実現を得るために一般

的な実現手順を考えると,次に示す 2つの操作が考

えられる.

( a ) 行に関する操作

この方法は, (5)式で定義したM0 に対し,
M̃ = augment(M0);

M̃ = addrow(M̃, 1, j,−zk);

M̃ = addcol(M̃, 1, l, pl,1));

M̃ = addcol(M̃, 1, m, pm,1);

と同様な操作を繰り返し行うものである. ただし,

pl,1, pm,1は M̃ の (j, l)成分ないし (j,m)成分を zk,

k ∈ {1, . . . , n}に関して多項式分解したときの n-D

多項式,すなわち (3)式における p1 に対応する多項

式である.

( b ) 列に関する操作

この方法は, (5)式で定義したM0 に対し
M̃ = augment(M0);

M̃ = addcol(M̃, 1, j,−zk);

M̃ = addrow(M̃, 1, l, p̃l,1));

M̃ = addrow(M̃, 1, m, p̃m,1);

と同様な操作を繰り返し行うものである. ただし,
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Table 1　変数の処理順による伝達行列 (7)の実現
の次数 rの違い

実現の次数 r

変数の処理順 行に関する操作 列に関する操作
(z1, z2, z3) 11 10

(z1, z3, z2) 12 10

(z2, z1, z3) 7 7

(z2, z3, z1) 7 7

(z3, z1, z2) 11 10

(z3, z2, z1) 9 10

p̃l,1, p̃m,1は M̃ の (l, j)成分ないし (m, j)成分を zk

に関して多項式分解したときの n-D多項式である.

この二つの操作において, M0を定義したとき, 非

線形な項が含まれる列数が多い場合は行に関する操

作を,行数が多い場合は列に関する操作を用いること

で拡大操作の回数を減らすことができ有効的となる.

以上のことから一般的な実現手順を与えられる.

一般的な実現手順

Step 1 : Xの構造と表記を変えず, M0 を全ての成

分が n-D線形多項式となる行列 M̃ に変形する.

• (5)式で表されるM0の各成分において z1につい

て多項式分解をする.

• M0 に対し,行あるいは列に関する操作を行い,

行列 M̃ の成分において, z1 を含む項が全て 1-D

線形単項式になるまで繰り返し行う.

• M̃ の各成分において, z1 を含む項が全て 1-D線

形単項式であるならば, z2 について同様の操作を

行い, znまで繰り返す.これらの操作によって,全

ての成分が n-D線形多項式となる行列 M̃ を得る.

Step 2 : M , M̃ とし, M を (6)式の形で表すこと

で,行列A, B, C を決定する.

しかし,どちらの操作を用いたとしても,行列基本

変形を行う際の変数の処理順が実現次数に影響を与

える.その例として, 3-D伝達行列

H(z1, z2, z3) =

2

6

6

4

n1z1z
2
2 + n2z

2
2z3

1 + d1z2 + d2z3

n3z
2
2

1 + d1z2 + d2z3

n4z
2
2z3

1 + d3z1 + d4z3

n5z1z
2
2z3

1 + d3z1 + d4z3

3

7

7

5

=

»

1 + d1z2 + d2z3 0
0 1 + d3z1 + d4z3

–−1

·
»

n1z1z
2
2 + n2z

2
2z3 n3z

2
2

n4z
2
2z3 n5z1z

2
2z3

–

(7)

に対し,行あるいは列に関する操作を用いて全ての

変数の処理順で得た実現の次数を Table 1 に示す.

この例において,行列M0を定義すると (7)式より,

非線形な項が含まれる行数と列数が等しいことがわ

かる. このような場合,一般的にどちらの方法を用い

れば低次数の実現が得られるかを予測することが困

難である. さらに,非線形な項を含まれる行数と列数

の関係から用いる操作を決定しても,異なる他の操

作のほうが低次数の実現を得る場合がある. そのた

め,低次数の実現を得るためには, 行に関する操作を

用いた実現法と列に関する操作を用いた実現法をそ

れぞれ全ての変数の処理順で行う必要があり,計算

量が膨大となる. そこで,以降ではこれらの実現操作

を実際に実行せずにそれぞれの操作を用いた実現法

で得られる実現の次数を評価するアルゴリズムを検

討する.

4. 実現次数の評価
左行列分解表現で表される causalな p× qの n-D

伝達行列H(z1, . . . , zn)を考える.示した実現法で得

られる実現の次数 rは拡大操作の回数を用いて

r = p + ( 拡大操作の回数) (8)

と表すことができるため,各操作法を用いた場合の

実現法で行う拡大操作の回数について考えていく.た

だし,変数の処理順を z1, . . . , zn とする.

4.1 行に関する操作法を用いた場合

伝達行列H(z1, . . . , zn)に対応する行列 M0 は

M0 =

[
Dl(z1, . . . , zn) Nl(z1, . . . , zn)

Ip X

]

,
[
pT

1 · · · pT
p PT

X

]T

(9)

と表すことができる. ただし, pj(z1, . . . , zn), j =

1, . . . , pは j 行目の多項式行ベクトルであり,

PX =
[
Ip X

]
(10)

である.
初めに 1番目の変数 z1 を含む項を全て線形単項

式にするために行う拡大操作の総数 t1を考える. 多
項式行ベクトル pj(z1, . . . , zn)は z1 に関して,

pj(z1, . . . , zn) =
lj,1∑
k=0

pj,k(z2, . . . , zn)zk
1 (11)

と表すことができる.ただし, pj,k(z2, . . . , zn)は j行

目の zk
1 の係数ベクトルで, lj,1 = degz1

pj(z1, . . . , zn)

である. (11)式より, pj(z1, . . . , zn)に対して z1 に

関する次数を 1にするために行う拡大操作の回数を

tj,1とすると, pj,lj,1(z2, . . . , zn)が全次数が 1以上と

なる (n − 1)-D多項式ベクトルならば, lj,1回行う必
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要があり, pj,lj,1(z2, . . . , zn)が全次数が 0となる定

数ベクトルならば, lj,1 − 1回行う必要があるといえ

る. すなわち,

tj,1 =

lj,1, pj,lj,1 の全次数が 1以上

lj,1 − 1, pj,lj,1 の全次数が 0

となる.また,これらの多項式行ベクトルは, SISOの

場合と異なり 11) p行あることから, z1 を含む項を

全て線形単項式にするために行う拡大操作の総数 t1

は次式で与えられる.

t1 =
p∑

k=1

tk,1 (12)

次に 2番目の変数 z2 を含む項を全て線形単項式

にするために行う拡大操作の回数 t2を考える. z1の

処理を全て行ったときの行列 M̄ の構造を考えると,

M̂ =
[
M̂T

t1 . . . M̂T
1 MT

1 . . . MT
p MT

X

]T

(13)

の形となる.ただし, M̂1, . . . , M̂t1 は拡大操作によっ

て新たに生成された行を表し, M1, . . . ,Mpは (9)式

における p1, . . . , ppが含まれていた行, すなわちM0

を定義した時の伝達行列に関する成分が含まれてい

た行を表す.また, MX は PX が含まれていた行を表

す.ここで SISOの場合を考える. SISOの場合では

拡大操作の回数を減らすことができるため,今着目

している操作と同じ行に関する処理を用いて実現操

作を行う.また, z1に関する処理をすべて行うと (13)

式と同様の構造,すなわち拡大操作によって新たに

生成された行,伝達関数に関する成分が含まれてい

た行, 指標が含まれていた行となる 11). すなわち,

z2, . . . , zn の処理で行う拡大操作の回数は, SISOの

場合より複雑になるが，同じ考え方で評価を行うこ

とができるといえる.

これらのことから次の実現の次数を評価するアル

ゴリズムを与えることができる．

行に関する操作を用いた場合の実現の次数の評価の手順

Step 1 : 左行列分解表現で表される p × q の伝達行

列H(z1, . . . , zn)より,行列 V を次式で定義する.

V ,
[
Dl(z1, . . . , zn) Nl(z1, . . . , zn)

]
(14)

また, i = 0とし,拡大操作の回数を表すベクトルを
t = 0 ∈ R1×n とする.

Step 2 : i = i+1とし, i > nならば, Step.4へ進む．

i <= nならば,以下の操作を行う:

• 行列 V の行数を sで表す.

• 各行に対し, lj = degzi
V (j), j = 1, . . . , sを求め

る.ただし, V (j)は, V の j 行目を表す.

• V (j)を次の形で表す.

V (j) =
lj∑

k=0

pj,k(zi+1, . . . , zn)zk
i (15)

ただし, pj,k(zi+1, . . . , zn)は j 行目の zk
i の係数

ベクトルを表す.
• 行列 V̂j を j 行目の係数ベクトルを用いて

V̂j =
[
pT

j,0 . . . pT
j,lj

]T

(16)

とする.ただし, deg pj,h = 0, h ∈ {0, 1, . . . , lj}
ならば, pj,h を V̂j に含めない.また, lj 6= 0かつ
deg pj,lj = 0ならば, lj = lj − 1とする.

• ziの処理での拡大操作の回数 t(i)を次式で与える.

t(i) =
s∑

j=1

lj (17)

Step 3 : V を次式で再定義し, Step 2へ戻る.

V =
[
V̂ T

1 . . . V̂ T
s

]T

(18)

Step 4 : 評価次数 rを次式で求める.

r = p +
n∑

i=1

t(i) (19)

4.2 列に関する操作を用いた場合

列に関する操作を用いた場合の実現操作は,行列
M0 を転置した行列

M̃0 , MT
0 =

[
Dl(z1, . . . , zn)T Ip

Nl(z1, . . . , zn)T XT

]
(20)

に対して行に関する操作を用いた実現操作をするこ

とと等価である.また,この M̃0に対して行に関する

操作を用いて実現を求めたとしても, Xの成分を含
む列の成分を変えるような行列基本変形を行わない

ため,先ほど述べた行に関する操作を用いた場合の
実現次数の評価の場合と同様にXの成分が含まれる
列ベクトルを考える必要はない.すなわち,先に示し
た行に関する操作を用いた場合の実現の次数の評価

の手順において, Step 1 で定義する行列 V を

V ,
[

Dl(z1, . . . , zn)T

Nl(z1, . . . , zn)T

]
(21)

とし,他の操作は同様に行うことで列に関する操作を

用いた場合の実現の次数の評価を行うことができる.

列に関する操作を用いた場合の実現の次数の評価の手順
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Step 1 : 左行列分解表現で表される p × q の伝達行

列H(z1, . . . , zn)より,行列 V を次式で定義する.

V ,
[

Dl(z1, . . . , zn)T

Nl(z1, . . . , zn)T

]
(22)

また, i = 0とし,拡大操作の回数を表すベクトルを
t = 0 ∈ R1×n とする.

Step 2 ∼ Step 4 :行に関する操作を用いた場合の実
現の次数の評価と同じ手順を行う.

5. 評価法の有効性の検証
5.1 数値例

(7)式で与えられる 2×2の 3-D伝達行列を考える.
この伝達行列に対し,先に示した実現手順で得られ
る実現の次数を提案した評価法によって求める. た
だし,変数の処理順を z1, z2, z3 とする.

行に関する操作を用いた場合の実現の次数の評価

Step 1: 与えられた伝達行列 H(z1, z2, z3)をから行
列 V を (14)式の形で定義すると

V =

»

1 + d1z2 + d2z3 0
0 1 + d3z1 + d4z3

n1z1z
2
2 + n2z

2
2z3 n3z

2
2

n4z
2
2z3 n5z1z

2
2z3

–

となる.また, t = [ 0 0 0 ], i = 0とする.

Step 2 : i = i + 1 = 1より各操作を行う.

• 行列 V は 2行であるため, s = 2.
• V の各行から, l1 = 1, l2 = 1.
• V の各行を (15)式の形で表すことで行列 V̂1 V̂2

は次のようになる.

V̂1 =

[
1 + d1z2 + d2z3 0 n2z

2
2z3 n3z

2
2

0 0 n1z
2
2 0

]

V̂2 =

[
0 1 + d4z3 n4z

2
2z3 0

0 d3 0 n5z
2
2z3

]

• z1 の処理で行う拡大操作の回数 t(1)は,
t(1) = 1 + 1 = 2となる.

Step 3 :

V =
[

V̂ T
1 V̂ T

2

]T

とし, Step 2 へ戻る.

i = 2, 3のとき,同様の操作を行うことで t(2) = 7,
t(3) = 0を得る.

Step 4 : 評価した実現の次数 rは次のようになる.

r = p +
n∑

i=1

t(i) = 2 + 2 + 7 + 0 = 11

列に関する操作を用いた場合の実現の次数の評価

Step 1: 与えられた伝達行列 H(z1, z2, z3)をから行
列 V を (22)式の形で定義すると

V =

2

6

6

4

1 + d1z2 + d2z3 0
0 1 + d3z1 + d4z3

n1z1z
2
2 + n2z

2
2z3 n4z

2
2z3

n3z
2
2 n5z1z

2
2z3

3

7

7

5

となる.また, t = [ 0 0 0 ], i = 0とする.

Step 2 : i = i + 1 = 1より各操作を行う.

• 行列 V は 4行であるため, s = 4.
• V の各行から, l1 = 0, l2 = 1, l3 = 1, l2 = 1.
• V の各行を (15)式の形で表すことで行列 V̂1 ∼ V̂4

は次のようになる.ただし, deg p2,1 = 0より l2 =
1 − 1 = 0となる.

V̂1 =
[
1 + d1z2 + d2z3 0

]
, V̂2 =

[
0 1 + d4z3

]
V̂3 =

[
n2z

2
2z3 n4z

2
2z3

n1z
2
2 0

]
, V̂4 =

[
n3z

2
2 0

0 n5z
2
2z3

]

• z1 の処理で行う拡大操作の回数 t(1)は,
t(1) = 0 + 0 + 1 + 1 = 2となる.

Step 3 :

V =
[

V̂ T
1 V̂ T

2 V̂ T
3 V̂ T

4

]T

とし, Step 2 へ戻る.

i = 2, 3のとき,同様の操作を行うことで t(2) = 6,
t(3) = 0を得る.

Step 4 : 評価した実現の次数 rは次のようになる.

r = p +
n∑

i=1

t(i) = 2 + 2 + 6 + 0 = 10

これらの結果は, Table 1 より, (7)式の伝達行列に
対し, 各操作を用いて z1, z2, z3 の処理順で得られる

実現の次数と等しい.

5.2 プログラムによる実行時間の測定

各操作を用いた場合の行列基本変形によるF-M状
態空間モデル実現法とその実現法で得られる実現の次

数の評価法のアルゴリズムに基づき,それぞれプログ
ラムの開発を行った. プログラミングは, MathWorks
社のMATLABとそのツールボックスの一つである
Symbolic Math Toolboxを用いて行った. 開発した
プログラムを用いて, (7)式の 3-D伝達行列に対し,
異なる操作で全ての変数の処理順で実行したときの
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Table 2　各操作を用いた実現法の実行時間

実行時間 [s]

変数の処理順 行に関する操作 列に関する操作
(z1, z2, z3) 2.334 2.313

(z1, z3, z2) 2.766 1.853

(z2, z1, z3) 1.294 1.506

(z2, z3, z1) 1.279 1.488

(z3, z1, z2) 2.384 1.855

(z3, z2, z1) 1.751 2.315

操作毎の合計時間 11.808 11.330

合計 23.138

Table 3　各操作を用いた評価法の実行時間

実行時間 [s]

変数の処理順 行に関する操作 列に関する操作
(z1, z2, z3) 0.504 0.298

(z1, z3, z2) 0.496 0.302

(z2, z1, z3) 0.460 0.251

(z2, z3, z1) 0.406 0.242

(z3, z1, z2) 0.487 0.299

(z3, z2, z1) 0.400 0.287

操作毎の合計時間 2.753 1.679

合計 4.432

実行時間をそれぞれ 10回ずつ測定し,その平均を求
めた. 各操作を用いた場合の実現法の実行時間の測
定結果をTable 2に,評価法の実行時間の測定結果を
Table 3 に示す.

Table 2 とTable 3 から,行に関する操作を用いた
場合,評価法の実行時間は実現法の実行時間の 25%程
度であり, 列に関する操作を用いた場合,評価法の実
行時間は実現法の実行時間の 15% 程度であること
が分かる. さらに,全ての変数の処理順で行に関する
操作と列に関する操作を用いた場合の評価をそれぞ

れ行い,実現の次数が最小となる操作と変数の処理
順で実現法を行ったとしても,実現法のみの場合の
実行時間の 25%程度で次数が最小となる実現を求め
ることができることが分かる. したがって,評価の結
果に基づき, 次数が最小となる操作と変数の処理順
で実現法を行うことで, 効率良く次数が最小となる
実現を得ることができる．

6. まとめ
多入出力の場合における行列基本変形による F-M

状態空間モデル実現法の一般的な 2つの実現手順を
示した. また,提示した実現手順で生じる実現の次数
の変化に対し,実際に実現操作を行わず,効率よく最
小次数の実現に対応する独立変数の順番を見つける

ため,実現の次数を評価するアルゴリズムを示し,数
値例によりその有効性を示した.
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