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1. はじめに

二輪駆動移動ロボットの制御は，非ホロノミッ
ク拘束を持つシステムの制御としてさまざまな
アプローチから研究がなされている 1)～3)．目標
軌道に追従させる制御方法としては，Kanayama1)

らによる方法が代表的なものとして知られてい
る．そこでは，追従偏差に基づく制御則が提案さ
れ，リアプノフ関数を用いた追従性の証明が与
えられている．さまざまなアプローチの中には，
目標軌道に追従させる制御ではなく，最終的に目
標の周りを円運動するという制御などを挙げる
ことができる 2)．また，文献 3)ではKanayama

らと同様な追従偏差を用いて軌道追従制御を考
察している．
目標軌道に追従させる制御則は一意ではなく，
他の制御則を導出できる可能性がある．本研究
では，Kanayamaらの使用している偏差の式を
利用して，Kanayamaらとは異なる制御則を導
出することを目的とする．

導出の方法は，まず，ロボットの中心からあ
る一定距離だけ離れた点に着目して，その点が
追従すべき軌道に対する追従制御則を導く．そ
して，この制御則を原型として，本来の制御目
的を達成する制御則へと変形することを考える．
そこでは原型の制御則に新たな項を追加し，リ
アプノフ関数を用いた証明が成立するように制
御則を修正する．この方法により，Kanayama

らのものとは異なる形式の制御則が導出可能で
あることを明らかにする．

2. 二輪駆動ロボットの運動学

二輪駆動ロボットの運動学は⎡
⎢⎣

ẋ

ẏ

θ̇

⎤
⎥⎦ =

⎡
⎢⎣

cos θ 0
sin θ 0

0 1

⎤
⎥⎦

[
v

θ̇

]
(1)

と表される． (x, y)はロボットの中心座標，θは
姿勢（x軸を基準としたロボットの回転角）を表
す．このロボットが追従すべき目標軌道は，別
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の二輪駆動ロボット（以下，ターゲットと呼ぶ）
が通った軌道であるとする．ターゲットの運動
学は

⎡
⎢⎣

ẋr

ẏr

θ̇r

⎤
⎥⎦ =

⎡
⎢⎣

cos θr 0
sin θr 0

0 1

⎤
⎥⎦

[
vr

θ̇r

]
(2)

と表わされているものとする．ただし，vr > 0

と仮定する．ロボットおよびターゲットは

ẋ sin θ − ẏ cos θ = 0

ẋ cos θ + ẏ sin θ = v

ẋr sin θr − ẏr cos θr = 0

ẋr cos θr + ẏr sin θr = vr (3)

という速度拘束を満たす．
制御の目的は，時間の経過とともに

x → xr , y → yr , θ → θr (4)

を満たすことである．ロボットの制御入力は，
(1)式の右辺にある v, θ̇である．本稿では，制御
目的を達成する制御則，すなわち v, θ̇を設定す
る式を求める．

Fig. 1　偏差

制御則にはロボットとターゲットの追従偏差
を表す次の変数を用いる (図 1参照)．

[
xe

ye

]
=

[
cos θ sin θ

− sin θ cos θ

] [
xr − x

yr − y

]
(5)

θe = θr − θ (6)

ここで，xeは進行方向の追従偏差，yeは車両の
横手方向の追従偏差，θeは姿勢の追従偏差であ
る．これらを用いれば，(4)式の制御目的は

xe → 0 , ye → 0 , θe → 0 (7)

とも表される．
(5)式を微分し，(3)式の速度拘束を用いて整
理すると

ẋe = vr cos θe − v + yeθ̇ (8)

ẏe = vr sin θe − xeθ̇ (9)

という式が得られる 1)．

3. 制御則の原型の導出

ロボットの中心から進行方向に d > 0だけ離
れた点に注目する．この点の座標を (x1, y1)と
すると， [

x1

y1

]
=

[
x + d cos θ

y + d sin θ

]
(10)

と表される．同様に，ターゲットの中心から進
行方向に dだけ離れた点の座標を (xr1, yr1)と
すると， [

xr1

yr1

]
=

[
xr + d cos θr

yr + d sin θr

]
(11)

となる．
制御の目的は (4)式であるが，ここではまず，

x1 → xr1 , y1 → yr1 (12)

を満たすような制御則を求める（その制御則を
後に修正して (4)式を満たす制御則を導出する）．
ロボットの制御入力 v, θ̇と ẋ1, ẏ1との関係式
は，(10)式を微分して (1)式を用いると[

ẋ1

ẏ1

]
=

[
ẋ − dθ̇ sin θ

ẏ + dθ̇ cos θ

]

=

[
v cos θ − dθ̇ sin θ

v sin θ + dθ̇ cos θ

]

=

[
cos θ −d sin θ

sin θ d cos θ

] [
v

θ̇

]

= R

[
v

θ̇

]
(13)
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と表すことができる．ただし，

R =

[
cos θ −d sin θ

sin θ d cos θ

]
(14)

である．任意の θに対して

|R| = d > 0 (15)

であるので，v, θによって ẋ1, ẏ1 は操作可能で
ある．なお，R−1を計算すると，

R−1 =

[
1 0
0 1/d

] [
cos θ sin θ

− sin θ cos θ

]
(16)

と表すことができる．
ここで（12）式，すなわち[

xr1 − x1

yr1 − y1

]
→ 0 (17)

となるような制御について考える．そこで正の
定数K を用いて，[

ẋr1 − ẋ1

ẏr1 − ẏ1

]
= −K

[
xr1 − x1

yr1 − y1

]
(18)

という方程式を導入し，この式を満たす v, θ̇と
して制御則を求める．式 (13)式代入すると, (18)

式は

R

[
v

θ̇

]
=

[
ẋr1

ẏr1

]
+ K

[
xr1 − x1

yr1 − y1

]
(19)

となる．左から（16）式のR−1を掛け，(10)式，
(11)を代入すると，

[
v

θ̇

]
=

[
1 0
0 1/d

] [
cos θ sin θ

− sin θ cos θ

]
{[

ẋr1

ẏr1

]
+ K

[
xr1 − x1

yr1 − y1

]}

=

[
1 0
0 1/d

] [
cos θ sin θ

− sin θ cos θ

]
{[

ẋr − dθ̇r sin θr

ẏr + dθ̇r cos θr

]

+ K

[
xr + d cos θr

yr + d sin θr

]
− K

[
x + d cos θ

y + d sin θ

]}

(20)

となる．ここで (2)式における ẋr = vr cos θr，
ẏr = vr sin θrを代入して次のように変形する．[

v

θ̇

]
=

[
1 0
0 1/d

] [
cos θ sin θ

− sin θ cos θ

]
{[

vr cos θr − dθ̇r sin θr

vr sin θr + dθ̇r cos θr

]

+ K

[
xr + d cos θr

yr + d sin θr

]
− K

[
x + d cos θ

y + d sin θ

]}

=

[
1 0
0 1/d

] [
cos θ sin θ

− sin θ cos θ

]
{

vr

[
cos θr

sin θr

]
+ dθ̇r

[
− sin θr

cos θr

]

+K

[
xr − x

yr − y

]
+ dK

[
cos θr

sin θr

]

−dK

[
cos θ

sin θ

]}
(21)

さらに[
cos θ sin θ

− sin θ cos θ

] [
cos θr

sin θr

]

=

[
cos(θr − θ)
sin(θr − θ)

]
=

[
cos θe

sin θe

]
[

cos θ sin θ

− sin θ cos θ

] [
− sin θr

cos θr

]

=

[
− sin θe

cos θe

]
[

cos θ sin θ

− sin θ cos θ

] [
cos θ

sin θ

]
=

[
1
0

]

であることと，(5)式を用いると，[
v

θ̇

]
=

[
1 0
0 1/d

] {
vr

[
cos θe

sin θe

]

+dθ̇r

[
− sin θe

cos θe

]
+ K

[
xe

ye

]

+dK

[
cos θe

sin θe

]
− dK

[
1
0

]}
(22)

となる．これを整理して，

v = vr cos θe − dθ̇r sin θe + Kxe

+dK(cos θe − 1) (23)

θ̇ =
vr

d
sin θe + θ̇r cos θe +

K

d
ye

+K sin θe (24)
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という制御則が得られる．この制御則を本稿で
は「原型の制御則」を呼ぶことにする．

4. 原型の制御則を用いた安定性解
析

前節で得ることができた (23), (24)式の原型
の制御則は，式 (18)から導かれたので，式 (17)

の動作，すなわちロボットの中心から dだけ離
れた点の座標の追従を考えている．しかし，本
来の制御目的である式 (7)，すなわち，ロボット
の中心座標と姿勢の追従特性は達成されるであ
ろうか．この節ではリアプノフの安定性解析に
より，式 (23), (24)の原型の制御則によって式
(7)が保証されるかどうかを調べる．
式 (7)に対応して，リアプノフ関数の候補と
して，

V =
1
2
x2

e +
1
2
y2

e + F (1 − cos θe) (25)

を考える．ただし，F は正の定数である．この
時間微分を求め，式 (6)，式 (8)，式 (9)を代入
すると次のようになる．

V̇ = xeẋe + yeẏe + F sin θeθ̇e

= xe(vr cos θe − v + yeθ̇)

+ye(vr sin θe − xeθ̇)

+F sin θe(θ̇r − θ̇)

= xevr cos θe − xev + yevr sin θe

+F sin θeθ̇r − F sin θeθ̇ (26)

上式の vと θ̇に式 (23)，(24)の原型の制御則を
代入すると，V̇ は次のように変形される．

V̇ = xevr cos θe − xe{vr cos θe − dθ̇r sin θe

+Kxe + dK(cos θe − 1)} + yevr sin θe

+F sin θeθ̇r − F sin θe

{
vr

d
sin θe

+θ̇r cos θe +
K

d
ye + K sin θe

}

= −Kx2
e − F

vr

d
sin2 θe − FK sin2 θe

+dθ̇rxe sin θe − dKxe(cos θe − 1)

+yevr sin θe + F sin θeθ̇r

−F θ̇r sin θe cos θe − F
K

d
ye sin θe

(27)

この V̇ は負定ではないので，この解析からは式
(23)，(24)の原型の制御則が式 (7)を保証して
いるとは言えない．

5. 制御則の変更問題

原型の制御則では式 (7)を証明できないので，
式 (23), (24)に対してつぎのような変更を加え
る．

v = vr cos θe − dθ̇r sin θe + Kxe

+dK(cos θe − 1)

+X (28)

θ̇ =
vr

d
sin θe + θ̇r cos θe +

K

d
ye

+K sin θe

+Y (29)

ここで，X, Y は制御則に新たに追加する項（複
数の項からなるものでもよい）であり，式 (26)

の V̇ を負定あるいは半負定にするために導入し
たものである．本稿では式 (28), (29)の制御則
を式 (26)に代入すると

V̇ = −Kx2
e − F

vr

d
sin2 θe − FK sin2 θe

+dθ̇rxe sin θe − dKxe(cos θe − 1)

+yevr sin θe + F sin θeθ̇r

−F θ̇r sin θe cos θe − F
K

d
ye sin θe

−xeX − F sin θeY (30)

ここで，V̇ を負定あるいは半負定にするには，
F, X, Y をどのように設定するべきかという問題
を考える．そうして得ることができる X, Y を
式 (30)に代入すると，制御目的を保証する制御
則が導出される．
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5.1 制御則の導出（その 1）

V̇ を負にするような F, X, Y の設定について
考えることにより，つぎの定理が導かれる．
定理１ ：　

v = vr cos θe + Kxe (31)

θ̇ = θ̇r +
vr

d
sin θe + K sin θe + yevr (32)

という制御則によって，

xe = 0 , ye = 0 , θe = 0

は安定な平衡点となる．
（証明）　まず，式 (30)の V̇ をつぎのように変
形する．

V̇ = −Kx2
e − F

vr

d
sin2 θe − FK sin2 θe

+xe{dθ̇r sin θe − dK(cos θe − 1)}
+ sin θe{yevr + F θ̇r − F θ̇r cos θe

−F
K

d
ye} − xeX − F sin θeY (33)

ここで，

F = 1 (34)

X = dθ̇r sin θe − dK(cos θe − 1) (35)

Y = yevr + θ̇r − θ̇r cos θe − K

d
ye (36)

と設定すると，式 (33)の V̇ は

V̇ = −Kx2
e −

vr

d
sin2 θe − K sin2 θe <= 0 (37)

となり，安定であることが証明される．また，式
(35)，(36)を式 (28)，(29)の修正型の制御則に
代入することによって，式 (31)，(32)の制御則
が導かれる． □
式 (37)は半負定なので安定ではあるが漸近安

定とは限らない．しかし，vr, θ̇r を一定として
LaSalleの定理を適用すると，漸近安定性まで証
明できる．xe = 0, θe = 0のとき，式 (32)から
yevr = 0 となり，vr > 0より ye = 0 である．
よって，vr, θ̇r が一定の場合には，式 (31)と式
(32)の制御則によって，制御目的

xe → 0 , ye → 0 , θe → 0

が保証される．

5.2 制御則の導出（その２）

式 (30)の V̇ はつぎのように変形することも
できる．

V̇ = −Kx2
e − F

vr

d
sin2 θe − FK sin2 θe

+xe{−dK(cos θe − 1)}
+ sin θe{yevr + F θ̇r − F θ̇r cos θe

−F
K

d
ye + dθ̇rxe}

−xeX − F sin θeY (38)

ここで，

F = 1 (39)

X = −dK(cos θe − 1) (40)

Y = yevr + θ̇r − θ̇r cos θe − K

d
ye

+dθ̇rxe (41)

と設定することにより，つぎの定理が得られる．
定理２ ：

v = vr cos θe − dθ̇r sin θe + Kxe (42)

θ̇ = θ̇r +
vr

d
sin θe + K sin θe + yevr

+dθ̇rxe (43)

という制御則によって，

xe = 0 , ye = 0 , θe = 0

は安定な平衡点となる．
（証明）　式 (39)∼(41)を式 (38)に代入すると，

V̇ = −Kx2
e −

vr

d
sin2 θe − K sin2 θe <= 0 (44)

となる．また，式 (40)，(41)を式 (28), (29)の修
正型の制御則に代入することによって，式 (42)，
(43)が得られる． □

5.3 制御則の導出（その３）

式 (28), (29)より式 (30)のようになる．この
式 (30)の中で，無条件で負になる項については
考えなくてもよいので，正になるポテンシャル
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のある項の保証だけを考える．正になりうる項
のみを式 (30)から取り出した式は以下のように
なる．

V̇+ = dθ̇rxe sin θe − dKxe(cos θe − 1)

+yevr sin θe + F sin θeθ̇r

−F θ̇r sin θe cos θe − F
K

d
ye sin θe

(45)

この式 (45)の右辺に −xeX と −F sin θeY を
加えることによって負に保証することを考える．
この方法を用いることにより，つぎの定理 3が
得られる．
定理３：

v = vr cos θe − dθ̇r sin θe + Kxe (46)

θ̇ =
vr

d
sin θe + θ̇r + yevr

+(d|θ̇r||xe| + (K/d)|ye|) · |θe|
sin θe

(47)

という制御則によって

xe = 0 , ye = 0 , θe = 0

は安定な平衡点となる．
(証明)　この制御則内でも F = 1とする．
まず，式 (45)第二項目から考える．これは，

X = −dK(cos θe − 1)とすることにより式 (30)

内で−xeがかかることになり，第二項目をキャ
ンセルすることができる．
次に，式 (45) 第三項目を考える．この項も

Y = yevrとすることによって式 (30)内で−F sin θe

がかかることになり，第三項目をキャンセルす
ることができる．
式 (45)第四項目と第五項目を考える．これは

Y = θ̇r(1−cos θe)とすることによって，式 (30)

内で−F sin θeがかかることになり，第四，五項
目をキャンセルすることができる．
その他残りの項である，式 (45)の第一項目と

第六項目を考える．この二項は，

Y = (d|θ̇r||xe| + (K/d)|ye|) · |θe|
sin θe

(48)

により，マイナスに被覆することができる．こ
れに式 (30)内で −F sin θeがかかると，

−F sin θeY

= −F (d|xe||θ̇r| + |ye|(K/d)) · |θe| (49)

となる．

Fd|xe||θ̇r| · |θe| ≥ dθ̇rxe sin θe (50)

F |ye|(K/d) · |θe| ≥ F (K/d)ye sin θe (51)

が成り立つことから，式 (49)を (45)に加える
と，式 (45)の第一項目，第六項目がそれぞれマ
イナスに覆われる形となる．
以上により，

F = 1

X = −dK(cos θe − 1)

Y = θ̇r(1 − cos θe) + yevr

+(d|θ̇r||xe| + (K/d)|ye|) · |θe|
sin θe

によって，

V̇ = −Kx2
e −

vr

d
sin2 θe − K sin2 θe

+dθ̇rxe sin θe − K

d
ye sin θe

−(d|θ̇r||xe| + K

d
|ye|)|θe| ≤ 0

(52)

となり，安定であることが証明される． □

6. シミュレーション

定理 1,2,3のそれぞれの制御則を用いてシミュ
レーションを行った (それぞれを制御則 1,2,3と
する)．また，シミュレーションは「円周上を走
るターゲットへの追従」と「直線上を走るター
ゲットへの追従」での二通りを行っている（以
下それぞれシミュレーション 1,2とする）．シ
ミュレーション 1ではシミュレーションタイム
を 60sec，シミュレーション 2ではシミュレー
ションタイムを 180secとしている．また今回の
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シミュレーションでは数値計算上，制御則 3の
式（47）第四項目の分母に微小な値 ε を加算し
ている．各シミュレーション内では，d = 0.1

とし，任意に設定できるゲインK をK = 1と
K = 0.5の二通りの場合に設定して行っている．
なお，ターゲットのスピード vr は固定してい
る．シミュレーションの結果は図のとおりであ
る (Fig.2～13)．
シミュレーション 1の Fig.2～4ではゲイン 1

を用いて，円周上を走るターゲットへ追従して
いる．すべての制御則がターゲット軌道への収
束を達成している．制御則 3を用いた場合では，
一周分ほど速くターゲットに追従している．し
かしこのゲインのとき，制御則 3を用いた場合
には，初期位置が後方のターゲットに対する収
束は遅くなることが確認された．シミュレーショ
ン 1でゲインを 0.5にしたところ，初期位置が前
方，後方のどちらにあったターゲットに対して
もすべての制御則が良いスピードで収束を達成
し，このときの収束スピードはほぼ同じであっ
た（Fig.5～7）．ゲインが 1のときと比べると，
制御則 1,2を用いた場合に関しては後方ターゲッ
トに対する収束時間はゲインが 1ののときとほ
ぼ同じであったが，制御則 3を用いた場合はゲ
イン 1のときよりも速くなった（制御則 1,2と
同じ速さになった）．
シミュレーション 2の Fig.8～10ではゲイン

1を用いて，直線上を走るターゲットへ追従し
ている．すべての制御則でターゲット軌道に近
づいている．制御則 3によい追従性が確認でき
る．シミュレーション 2でゲインを 0.5にした
ところ，すべての制御則の場合でターゲット軌
道に近づいている（Fig.8～10）．ここでも，制
御則 3によい追従性があることが確認できる．
これらのシミュレーションの結果から，すべ
ての制御則がゲイン次第でよい追従をみせるこ
とが分かる．総合すると，追従性では制御則 3

が最も優れている可能性がある．

7. おわりに

Kanayamaの方法の誤差を用いて，新たな制
御則を構成することができた．目標に対し速く
収束し，良い軌道をもつ制御則を構成し安定性
を証明することができた．制御則 3は制御則 1,2

より速い追従ができ，まっすぐの走りに対する
追従性も最も良い．
今後の課題として，直線上を走る目標への追

従性能の向上がある．また，非ホロノミックシ
ステムの制御の理論的課題として，固定点への
漸近安定化問題に対して本稿の考え方を用いた
制御則を提案することが考えられる．
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Fig. 2　A result of using control law1 at circle
track with gain K = 1
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Fig. 3　A result of using control law2 at circle
track with gain K = 1
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Fig. 4　A result of using control law3 at circle
track with gain K = 1
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Fig. 5　A result of using control law1 at circle
track with gain K = 0.5
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Fig. 6　A result of using control law2 at circle
track with gain K = 0.5
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Fig. 7　A result of using control law3 at circle
track with gain K = 0.5

– 8 –



0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25
0

2

4

6

8

10

12

14

16

18

20

X

Y

Robot

Target

Fig. 8 　 A result of using control law1 at
straight track with gain K = 1
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Fig. 9 　 A result of using control law2 at
straight track with gain K = 1
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Fig. 10 　 A result of using control law3 at
straight track with gain K = 1
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Fig. 11 　 A result of using control law1 at
straight track with gain K = 0.5
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Fig. 12 　 A result of using control law2 at
straight track with gain K = 0.5
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Fig. 13 　 A result of using control law3 at
straight track with gain K = 0.5
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