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1. 諸言 

現代社会において，制御工学は様々な分

野において幅広く使用されており，そこで

使用される制御理論の大部分は状態方程式

を微分型で表現したものである．しかし，

そのような従来の状態方程式では実際の現

象との整合性が取れない場合がある．よっ

て，実システムをより正しく表現するため

の数式モデル表現が必要であると考えられ

る． 

実際の物理的・工学的現象と整合性のよ

い数式表現の一つとして積分型状態方程式

がある．従来の状態方程式は状態の時間微

分によって状態の時間的変化を表現したも

のだが，積分型状態方程式は状態の時間に

関する積分を用いて状態の時間的変化を表

現したものである． 

 そこで本研究では，積分型状態方程式表

現を用いてモデル追従型サーボコントロー

ラを設計し，シミュレーションを行うこと

で有用性についての考察を行う． 

2. 問題の設定 

制御対象を式(1)，(2)で表す． 

       
 

 

                   

                          (1) 

                              (2) 

ここで，       は状態変数，       は制御

入力，       は制御対象の出力．        ，

       
 は有界な外乱であり，( A,B )および

( A,C )は可制御，可観測であるとする． 

 出力が追従すべき規範モデルを次のよう

におく． 

                             (3) 

                        (4) 

式(3)，(4)において， 

      … 状態変数 

      … 参照入力 

      … 出力ベクトル 

  ，  ，   … 適当な次元の定数行列 

   … 定数ベクトル 



とする．また，規範モデルは可制御，可観

測，漸近安定とする． 

 出力誤差を式(5)のように定義する． 

                           (5) 

 

3. 制御系の設計 

式(1)，(2)において，     とし，

            
 

 
とおくと，式(1)，(2)は次式

(6)，(7)のように表すことができる． 

                              (6) 

                            (7) 

ここで，              

                           

である．また，      となる． 

 式(3)，(6)の両辺を微分すると， 

 

                              (8) 

                          (9) 

また，式(4)，(7)，(8)を考慮して，式(5)の両

辺を微分すると，次式(10)を得る． 

                                     

(10) 

ここで，式(8)，(9)，(10)より，次の拡大系

を得る． 

 

  
 
     
 

      
   

     
        

    

  
     
 

      
  

  
     

       
 

          (11) 

 

式(11)の拡大系に対して，2次形式評価関数

を次のように定義する． 

 

                          
 

 
  (12) 

ここで，       ，      ，      はそ

れぞれ     は準正定， は正定な重み行列

である． 

 式(12)の評価関数を最小化する最適制御

則，最適レギュレータ理論により，制御入

力は次式(13)のように与えられる． 

 

                             
 

 
 (13) 

式(13)における最適フィードバックゲイン

は次式(14)，(15)のように与えられる． 

 

             
          (14) 

         
            (15) 

   および   は次の行列方程式の解である． 

 

  
                    

    
       

(16) 

  
                                

                                        
    

       (17) 

   は Riccati代数方程式(16)式の正定対称

解であり，また，   は   を式(17)に代入し

た式から求められる． 

  ，  ，  ，  は次のように定義される． 

 

        
     

           
 

   
            

          
       

         
   
  

           

 

設計を行ったMFSC(Model Following 

Servo Controller)の特徴を以下に述べる． 

 

1. 安定性：MFSCは閉ループ系の極が安定

であれば安定性は保証される．  

2. 定常特性：出力誤差の積分値をフィード

バックしていることから 1型の制御系であ

り，一定の目標値や一定の入力外乱に対し

て定常偏差を零にできる． 

 



3. 過渡特性：MFSCでは規範モデルの出力

をプラント出力の目標値としているため，

目標値の変化をたとえば制御帯域内に抑え

ることができる． 

4. サーボ系であるので，モデルマッチング

制御系と違い，制御対象が非最小位相系で

あっても適用可能である． 

5. MFSCは状態空間法に基づく設計法であ

り，多入出力系に容易に適用できる． 

6. 最適レギュレータとしての特長を持って

おり，制御性能と入力の使用量との間のト

レードオフが重み行列     の調整により可

能である． 

このように，MFSCは制御系の主要な設計

要求である安定性，過渡特性，定常特性に

優れたコントローラであるといえる． 

 

4. 数値例 

次のようなシステム(18)，(19)式に対しモ

デル追従型サーボコントローラの設計を行

う． 

 

     
 

 
    

    
  

       
 
 
           

(18) 

                              (19) 

ここで，       
    
  

      

  
 
 
       

 
 
         

式(18)，(19)を    を使って表すと，次式(20)，

(21)のようになる． 

       
  
    

       
 
 
              

 (20) 

                                  

      (21) 

ここで， 

              

            
  
  

       
 
  

       
 
 
       

外乱は次式で示すステップ外乱とする． 

                         

                          

規範モデルを次式(22)，(23)で与える． 

 

        
   
  

        
 
 
           (22) 

                          (23) 

ここで，                 

                    

とする． 

この数値例に対する式(11)の拡大系は次の

式(24)のようになる． 

 

 

  
 
     
 

      
  

     

 

 
 
 
 
 
     
       
  
 
 

 
 
 

     
   

      
 
 
 
 

 
     
 

      
  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
 
 
 
 

      

(24) 

式(24)より，式(16)の Riccati代数方程式の

ハミルトン行列Hは式(25)のようになる． 

 

   
      

    
 

      
                  

 

 
 
 
 
 
 
             
          
  
  
   
   

  
     
  
     

 
 
 
  

 
 
  
 

    
  
 
 

  
  

 
 
 
 
 

 (25) 

また，重み係数    をそれぞれ次のように

おく． 



                      
   
   
   

  

よって，有本-ポッター法より Riccati代数

方程式の解   は次式(26)ように求まる．な

お，数値計算にはMATXを使用した． 

 

     
             
             
              

    (26) 

式(26)の Riccati方程式の解   の固有値 を

求めると次のようになる． 

                   

よって， がすべて正になるのでは   は正

定解である． 

 

 

式(26)を式(17)に代入することで，   は次

式(27)のように求まる． 

 

     
    
     
     

    
    
     

        (27) 

よって，フィードバックゲイン          は

次のように求めることができる． 

 

      

        
             
             
              

  

                  

 

          
    
     
     

    
    
     

  

            

したがって，制御入力    は式(13)より次式

(28)のように求まる． 

 

                                
 

 

 

                 

(28) 

 

 以上の数値例に対してMATXでプログラ

ムを組み数値シミュレーションを行う． 

 

5. 結言 

本稿では積分型状態方程式で表現された

モデル追従型サーボコントローラの設計法

を示した．そして，具体的な数値例に対し

て本設計法を適用し制御入力を求めた．設

計を行った制御系に対する数値シミュレー

ションが行えていないため，今後は制御対

象の出力が参照モデルの出力に追従するこ

とをシミュレーションによって確認してい

きたい． 
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