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1. まえがき

位相限定相関 (POC:Phase-Only Correlation) 

関数は， 2つの信号の類似度を評価する関数と

して，信号マッチング、をはじめとするさまざまな

分野に幅広く応用されてきた 1，2，3，4，5，6).POC 

関数は， 2つの信号の位相スベクトルが等しけれ

ばデ、ルタ関数になる.しかし，実際の信号マッ

チングにおいて， 2つの信号の位相スベクトルが

完全に等しくなることはほとんど起こりえない.

よって，位相スベクトルが等しいときにPOC関

数がデルタ関数になる性質は，実際の信号マッ

チングには用いることができない.

2つの信号の位相スベクトルが等しくない場

合の POC関数の性質について理論的に明らか

にするために，筆者らのグループは文献7)にお

いて， 2つの信号の位相スベクトルの差の確率

的変動に対する POC関数の挙動を統計的に解析

した.この解析法では，位相スベクトルの差を

数直線上に分布する線形データとしてあつかっ

ていた. しかし，信号の位相スベクトルは位相

角で表されるため，方向を表す角度データであ

る.そのため，位相スベクトルの差を方向をも

っ角度データとして考え，その方向の情報を利

用してPOC関数を統計的に解析するための概念

を導入しなければならない.

本論文では，方向統計学という新しい観点か

らみたPOC関数の統計的性質を明らかにする.

方向統計学とは，角度観測値を含むデータの科

学であり，たとえば風向きや渡り鳥の飛び立つ

方角，ルーレットの止まる位置，時刻毎の交通



事故発生件数など，方角や時刻などに依存する

量を統計的にあっかう科学である 8，9，10， 11， 12) 

この方向統計学の考え方を導入して，位相スベ

クトルの差を角度データとしてあっかい，方向

の情報を利用したPOC関数の統計的性質を理論

的に導出する.その結果， POC関数の期待値と

分散は，位相スベクトルの差の円周分散を用い

て非常に単純な関数で表されることを示す.

2. 位相限定相関(POC)関数

本章では， POC関数を定義し， POC関数の性

質について述べる.

2.1 POC関数の定義

長さ Nの2つの複素信号x(n)およびy(η)を

考える.これらの信号の離散フーリエ変換(DFT)

はそれぞれ，

X(k) =乞x(n)l吋!l= IX(k)1♂k (1) 

Y(k) =乞ν(n)wtn= IY(k)lejq)}.， (2) 

n=O 

で与えられる.ここで，HlN = exp( -j2πjlV) 

は離散フーリエ変換の回転因子であり ，Okおよ

び仇はそれぞれ，信号x(n)およびy(n)の位相

スベクトルである.このとき， 2つの信号x(η)

およびy(n)の聞のPOC関数r(m)は， 2つの信

号の正規化クロスパワースベクトルの離散フー

リエ逆変換(IDFT)として，以下で与えられる.

rX(k)Y‘(k) 1 
r(m) = IDFT I ~~\;~~\-v;\;_-:I I 

LlX(k)Y(k)1J 
~ N-l 

=寺乞戸k~~mk (3) 

k=O 

ここで， αk= Ok一仇は2つの信号の位相スベ

クトルの差であり ，eJαkは位相因子とよばれる.

式(3)で定義されたPOC関数の原理について

説明する. 2つの信号x(n)およびy(η)それぞ

れの位相限定信号x(n)およびjj(n)を以下で定

義する.

仰)= 1叶鵡i]=岩内叫 (4)

仰)= 1叶説d=岩内枕 (5)

すると，式(3)で定義されたPOC関数は，位相

限定信号x(n)およびfj(n)の間の相互相関関数

である.式(4)および(5)より，位相限定信号は，

周波数振幅スベクトルをすべての周波数におい

てlに正規化して得られた信号である.一般に，

自然音声や自然画像などの信号のエネルギーは

低周波領域に集中している.このとき，振幅ス

ベクトルをすべての周波数において 1に正規化

することは，信号の高周波成分を強調すること

に相当する.例えば自然画像の場合，輪郭を強

調することに相当する.そのため，相互相関関

数に比べてPOC関数の方が相関関数のピークが

鋭くなる傾向にある.

2.2 位相スペクトルの差が一定値である場

合の POC関数

2つの信号の位相スベクトルの差叫が周波数

インデックス kに関して一定値であるとき，す

なわち αk= fhーゆk=γ( const.)であるとき，

POC関数γ(m)は下記のとおりデルタ関数にな

ることが知られている.

r(m) =岩川nk

(ej7M  
o ( otherwise ) 

= eJ1'd"(m) (6) 

POC関数を用いたマッチング手法において，こ

の性質が原理として用いられてきた.しかし，実

際の信号マッチングにおいて， 2つの信号の位

相スベクトルの差が一定値になることはほとん

どないため，式 (6)の性質は実際の信号マッチ

ングには用いることができない.そのため，位
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Fig. 1 位相スベクトルの差の分散σ2の変化に対する POC関数r(m)の変動の例

相スベクトルの差が一定値でない場合のPOC関 の期待値と分散を理論的に導出し，その挙動に

数の性質について理論的に明らかにしなければ ついて解析した.

ならない.

2.3 位相スペクトルの差が一定値でない場

合の POC関数

2つの信号の位相スベクトルの差 αkが周波

数インデックス kに関して一定値でないとき

のPOC関数の性質は理論的に明らかになって

いなかった.簡単な実験例として，位相スベク

トルの差αkを平均0，分散σ2のガウス分布に

したがう確率変数であると仮定し，分散をσ2_

0，0.25，0.5，1と変化させながらそれぞれPOC関

数 r(m)を計算した結果を図 1に示す.図 1よ

り，位相スベクトルの差が大きくなるにしたが

いJ POC関数r(m)のピークの高さ Ir(O)1が減

少し J Ir(mチ0)1の値が増加する傾向にあるこ

とが実験的には確かめられるが，この挙動を理

論的に保証できる方法がなかった.そこで，著

者らのグループで、は，統計学の考え方に基づき

POC関数の挙動を解析し，これまで実験的にし

か得られていなかった性質に関する理論的な根

拠を与えた 7)

3. POC関数の統計的解析7)

本章では，著者らのグ、ループがこれまでに行っ

てきたPOC関数の統計的解析について紹介する.

位相スベクトルの差がOでない場合のPOC関数

3.1 位相スペクトルの差に関する統計的な

仮定

位相スベクトルの差αkは確率変数と仮定し，

位相因子 eJαkの期待値を

α
 

e
 

E
 

一一A
 

(7) 

とおく.ここで，位相スペクトルの差叫はすべ

ての周波数インデックス kに関して同一の確率

分布をもつものと仮定している.そのため，期

待値Aは周波数インデ、ツクス kに依らず一定で

ある.また，期待値Aの値は叫の確率密度関

数を与えることによって具体的に決まる.

位相スベクトルの差 αkは周波数インデ、ツク

スkに関して互いに独立であると仮定する.す

なわち，

E[αkαt1 = E[αk]E[αd (k =1 l) (8) 

を仮定する.結果，位相因子ejαkも周波数イン

デックス kに関して互いに独立となるため，

E[elαke-Jα'] = E[eJαk]E[e-Jαl] 

= AA* (kヂ1) (9) 

が成り立つ.ただし J k = lの場合には

E[eJαke-Jα'] = 1 (10) 

が明らかである.
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Fig. 2 位相スベクトルの差の分散 σ2に対す

るPOC関数 r(m)の期待値 IE[r(O)]1および分

散Var[r(m)]

3.2 POC関数の期待値および分散

POC関数r(m)の期待値および分散を下記の

ように導出した.まず，式(3)および式(7)を用

いて， POC関数r(m)の期待値E[r(m)]を以下

のように導出した.

E[r(m)] = AcS(m) (11) 

次に， POC関数 r(m)の分散Var[r(m)]を以下

のように導出した.

制 T州=会(1-AA*) 

の確率密度関数p(α)の特性関数ψα(t)は以下で

定義される.

川)= E門 zpωp(α)dα 間

すなわち，特性関数ψα(t)は確率密度関数p(α)

のフーリエ変換である.ここで， A = E[eJα]は

特性関数ψα(t)を用いて以下のように表すこと

ができる.

A=E戸α]=乙♂αp(α)dα

=ψα(1) (14) 

したがって，特性関数が知られている代表的な

確率分布に関しては，その特性関数を利用して

POC関数の期待値および分散を簡単に導出する

ことができる.

例として，位相スベクトルの差叫が平均 0，

分散 σ2のガウス分布にしたがう確率変数と仮

定する.すなわち， αkの確率密度関数p(αk)は

仰 k)=「Le議(一∞くい∞)(15) 
V"L.πσ 

と表される.このとき，確率密度関数p(αk)の

特性関数ψαk(t)は

ゆαk(t)= e-!u2t (16) 

(12) となる 13) よって， A = E[eiαk]は

式(11)および式(12)がそれぞれPOC関数γ(m)

の期待値および分散の一般式である.ここで，位

相スベクトルの差似の確率密度関数を仮定す

ることにより，式(11)および式(12)の値が具体

的に決まる.

3.3 特性関数を用いた POC関数の期待値

および分散の導出

位相スベクトルの差の確率密度関数が与えら

れたとき，その特性関数を用いてPOC関数の期

待値および分散を導出できる.ある確率変数α

A=E[♂α1.，]=ψαk(l) = e一号 (17) 

と導出される.式(17)を式(11)および式(12)に

代入し，

、‘，F
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を得る.

式(18)および式(19)より，位相スベクトルの

差の分散 σ2に対する POC関数r(m)の期待値

IE[r(O)]Iおよび分散Var[rかn)]のそれぞれの値は

図2のように図示できる.位相スベクトルの差の

分散σ2が増加するにしたがい，期待値IE[r(O)]1
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はlから 0に単調減少し，分散Var[r(m)]はOか

らl/Nに単調増加する.式 (18)および式(19)

は，図 1に示した実験的に得られた結果に対し

て理論的な根拠を与えている.

3.4 これまでの統計的解析の問題点

これまで著者らが行ってきたPOC関数の統計

的解析法7)には問題点があった.それは，位相

スペクトルの差αkを線形データとしてあつかっ

ていたことである.位相スベクトルの差は角度

データであるため，本来トにπ)の範囲の実数

値しかとることができない. しかし，ガウス分

布を仮定した場合，式(15)で表されるように，

位相スベクトルの差叫が任意の実数値をとる

ことを許してしまうため，角度データの仮定に

反する.任意の実数値αkE (一∞1:)Q)に 27r[rad]

の周期性を仮定すればよいが，これまでの解析

においては，そのような周期性も考慮していな

い.すなわち，位相スペクトルの差 αkを単な

る線形データとしてではなく，方向の情報をも

っ角度データとして統計的にあっかう概念を導

入しなければならない.

4. 方向統計学的観点からみたPOC

関数の統計的性質

本章では，方向統計学という新しい概念に基

づき POC関数の統計的性質を明らかにする.こ

れまでのPOC関数の統計的解析においては，位

相スベクトルの差を線形データと仮定していた

が，本章では，位相スベクトルの差を角度デー

タとしてあっかい，方向の情報を利用した POC

関数の統計的解析を行う.

20 

15 

E 
C 

210 
0 

比

6 12 18 
Arrival times [hours] 

(a)線形ヒストグラム
24 

12 
Arrival times [hou尽]

(b)円周ヒストグラム

24 

6 

Fig.3 ある病院に搬送された時刻ごとの患者

数データ 8)のヒストグラム表示

事故発生件数など，方角や時刻などに依存する

量を統計的にあっかう科学である 8，9，10， 11， 12) 

これらの量は，数直線上に分布するデータとし

てではなく，円周上に分布するデータとして考

えると都合がよい.その一例として，ある病院

に搬送された時刻ごとの患者数のデータ 8)をヒ

ストグラム化したものを図 3に示す.一般的な

統計学に基づき，時刻を数直線上のデータとみ

なすと，図 3(a)に示されるような線形ヒストグ

ラムが得られる.しかし，実際には0時と 24時

は同じ時刻であり，図 3(a)のヒストグラムの左

4.1 方向統計学の基礎 端と右端は循環してつながっていることに注意

が必要である.そのため，このような時刻に依

方向統計学とは，角度観測値を含むデータの 存するデータは，図 3(a)のような線形ヒストグ

科学であり，たとえば風向きや渡り鳥の飛び立 ラムで表すよりも，図 3(b)のような円周ヒスト

つ方角，ルーレットの止まる位置，時刻毎の交通 グラムで表す方が適している.
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Fig.4 方向統計学における平均方向と円周分

散の幾何学的解釈.角度確率変数α1およびα2

が与えられたときの l次三角モーメント Al'平

均合成ベクトル長 IAll，平均方向 o，円周分散

V，算術平均ι

解釈を図4に示す.平均方向 δは，角度確率変

数αを複素数平面上の単位ベクトルeiαに対応

づけたときの平均的な方向を表しており，円周

分散 U は単位ベクトルeiαの方向のぱらつき度

合を表している.平均と分散の定義のしかたが

一般の統計学とは異なる点に注意しなくてはな

らない.またこの例の場合平均方向 δと算術

平均 a=(α1+α2)/2が異なることにも注意が

必要である.

4.2 円周確率分布

一般に，角度確率変数αε[一民π)は複素数

平面における単位円周上の点 eJα と対応づけら

れるため，角度確率変数の分布は円周確率分布

とよばれる.円周確率分布の確率密度関数p(α)

方向統計学では，角度データを表す統計量を角 は以下の 2式で与えられる条件

度確率変数を用いて記述する.そして，角度デー

タを単位円周上の点と対応づけて平均や分散な

どを定義する.まず，角度確率変数αε 卜爪π)

に関して，

π
 

〈α
 

く一

l

f

H

=

 

/
γ
α
 

，G
 

Q
U

、寸
1

J

一
外

-αip--ィ

n
r
J
l
，J 

(24) 

(25) 

Ap = E[e3Pαl 
を満たす必要がある.また，円周確率分布の確

(20) 率密度関数p(α)の特性関数ψα(t)は以下で定義

される.
をp次三角モーメントという.ここで， 1次三

角モーメント Al= E[eJα]を用いて，平均合成

ベクトル長Rが

R = IA11 (0三R壬1)

似ω州 t吟)=E司昨W附v附ド戸伊げ門ei戸戸門作j伊μ門αぱ叶牛tつ乍lド=ιP♂許州αωt
すなわち，p次三角モ一メント Apは，特性関数

(21 ) ψα(t)を用いて

で定義され，平均方向 oE卜κπ)が

δ=訂g(A1)

Ap=ψα(p) (27) 

(22) と表せる.

と定義される.ただし，Al = 0となる場合には

平均方向&は定義されない.さらに，円周分散

uが平均合成ベクトル長 Rを用いて

む=1-R (0三υ壬1) (23) 

4.3 POC関数との関連性

POC関数の統計的解析において，位相スベク

トルの差 αkは角度データと考えることができ

る.そのため，一般の統計学に基づいて線形デー

で定義される. タとしてあっかうのではなく，方向統計学に基

簡単な例として， 2つの角度確率変数α1およ づいて角度データとしてあっかう方が理論的に

びα2の平均方向&と円周分散 U の幾何学的な 妥当である.すると，従来のPOC関数の統計的

-6-



， 

-
-・

解析の考え方が方向統計学の考え方と関連づけ

られることがわかる.

まず，式(7)における A= E[eiαk]はまさに l

次三角モーメントである.この定数Aを用いる

と，式(21)および式(23)でそれぞれ与えられる

平均合成ベクトル長長および円周分散 Uが

R = IAI (28) 

v = 1 -iAI (29) 

と表せることがわかる.ここで，

IAI = 1-v (30) 

であることを用いると， POC関数r(m)の期待

値 E[r(m)]および分散 Var[r(m)]は，位相スペ

クト/レの差の円周分散 Uを用いて以下のように

表すことができる.

IE[r(m)]1 = IAld(m) 

= (1 -v)d(m) (31) 

V仲 (m)]=会(1ー IAI2)

= 走(1 一(οl 一U吋が州)戸門2つ) σ 
すなわち， POC関数r(m)の期待値E[r(m)]お

よび分散Var[1・(m)]はそれぞれ，円周分散 U の

1次関数および2次関数として非常に単純な形

で表せる.

式 (31)および式 (32)より，位相スベクトル

の差の円周分散U に対する POC関数のr(-m)の

期待値 IE[r(O)]1および分散Var[r(m)]のそれぞ

れの値は図 5のように図示できる.任意の円周

確率分布に関して，位相スベクトルの差の円周

分散 U が Oから 1に増加するにしたがい，期

待値 IE[r(O)]1は lから 0に単調減少し，分散

Var[r・(m)]はOから l/Nに単調増加する.すな

わち，第3章で紹介した従来の POC関数の統計

的解析の結果と似た傾向が得られている.

5. 計算例

本章では，位相スベクトルの差に具体的な円

周確率分布としてvon-Mises分布を仮定し)POC 

1，<::: 

-，圃園時 E 司、、 E ， 目、，、、-
を 0.5ト・・・‘ ・e ・e 一一、九三・ー・一.........，・・・ ・ 司、、 ， 
凶 ¥ 、 1-

0'
二 B

o 0.5 
CIrCUlar vanance v 

1， ~ 
Z :~ 
X /'"て l

F・. /
~司、

喜0.5t. …ゾー…一 1 
~ ./ 
cu /〆 I
>/〆 I

。omi
circular variance v 

Fig. 5 位相スベクトルの差の円周分散 U に対

する POC関数r(m)の期待値IE[r(O)]1および分

散 Var[r(m)]

関数の期待値と分散を導出する.von-Mises分布

は，方向統計学の分野でよく知られている対称

かっ単峰な分布であり，円周正規分布ともよば

れる.

位相スベクトルの差叫がvon-Mises分布VM(a，s)

にしたがうと仮定する.ここで， δは平均方向，

βは集中度を表す.このとき， αkの確率密度関

数 p(αk)は

p(αk)=1eβCOS(a:kーo)(一π三αkく π)
2πIo(s) 

(33) 

と表される.ここで， 1，ν(X)は第 l種 ν次修正

Bessel関数であり，以下で定義される.

IX¥V三、 1 IX¥ 21 
!，Ax) = (ー) ) ，1IT"'L -1.  ..¥ (ニ) (34) 

¥2ノ白l!f(ν+1 + 1)¥2J 

平均方向0，集中度βのvon-Mises分布VM(O，s)

の確率密度関数を図6に示す.von-Mises分布は，

集中度βの値が大きいときガウス分布に似た分

布となる.また，集中度β=0のときには，式

(33)にs=Oを代入して

山)=去(ーだ αく π) (35) 

を得るため，一様分布 U(-7r，π)と等しくなる.
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Fig. 6 von-Mises分布 VM(O，s)の確率密度

関数

von-Mises分布VM(o，s)にしたがう角度確率

変数的の確率密度関数p(αk)の特性関数ψα(t)
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Fig.7 位相スベクトルの差の集中度 βに対す

るPOC関数γ(m)の期待値IE[r(O)]1および分散

Var[r(m)] 

Iltl(β2"jot TOl(t) =一一7'""e
ん(s)

(36) 式(40)および(41)より，位相スベクトルの差

で与えられる.これより ，Aは

五(s)
A = E[eJOlk] = ψ(1) 一一~:，~e1Q 

(37) 
α ーん(s)

と算出される.ここで，平均方向 a=Oのとき

には

A=主，8)ー

ん(.8)
(38) 

となる.一方で， von-Mises分布VM(ムs)にし

たがう角度確率変数句の円周分散 U は以下で

与えられる.

Il(s) 
=1一一一 =1一IAI

ん(s)
(39) 

これは，式(29)の結果と合致している.以上よ

り， POC関数r(m)の期待値 IE[r(m)]Iおよび

分散Var[r(m)]は

IE[r(m)] I = IAld(m) 
I1(s) 

=一一id(m) (40) 
ん(β)

V判帥附州訂叫叫吋州iドヤ似仲附附7γベ巾巾伽判‘〈令村加(ヤ付加m

1 (1 (I1(β)¥2， 
= :r 11-(一一) } (41) N¥ ¥ん(β))j 

と集中度 βを用いた形で表せる.

の集中度Pに対する POC関数の γ(m)の期待値

IE[r(O)]1および分散 Var[r(m)]のそれぞれの値

は図 7のように図示できる.ここで，集中度P
はo~ s ~ 10の範囲で変化させた.図 7より，

位相スペクトルの差の集中度βが増加するにし

たがい，位相スベクトルの差の円周分散 Uが小

さくなるため，期待値 IE[r(O)1]はOから 1に単

調増加し，分散Var[r(m)]は1/Nから Oに単調

減少する.

6. むすび

本論文では，方向統計学の考えを新たに導入

してPOC関数の統計的性質を明らかにした.2 

つの信号の位相スベクトルの差を角度確率変数

と仮定して，その確率分布として円周確率分布

を仮定した.その結果， POC関数の期待値およ

び分散は，それぞれ位相スベクトルの差の円周

分散の l次関数および2次関数として非常に単

純な形で表せることを示した.また，位相スベ

クトルの差の円周分散が増加するにしたがい，

POC関数の期待値 IE[r(O)]1は単調減少し，分

散Var[r(m)]は単調増加することを理論的に示

した.最後に，代表的な円周確率分布のひとつ

-8-

、、



P 

である Von-Mises分布を仮定しJ POC関数の期

待値と分散を導出してその性質を明らかにした.

本論文の結果は，これまで実験的にしか得られ

ていなかったPOC関数の性質に関して，理論的

な根拠を与えた.
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