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1. はじめに

位相限定相関関数は，信号，画像，映像のマッチ

ングなどに用いられる優れた相関関数である(たと

えば文献 1)，2)，3)，4)，5)).ここでは，位相限定相関

関数の優れた性質を離散フーリエ変換の不確定性原

理から眺めてみる.従来，信号とフーリエ変換の不

確定性原理の記述は，連続時間信号とフーリエ積分

の立場から議論されることがほとんどであった.し

かし，ここでは離散時間信号と離散フーリエ変換に

ついての不確定性原理を導入し6)，7)，これによって

位相限定相関関数の優れた特徴を明らかにする.

2. 離散フーリエ変換と位相限定相

関関数

2.1 離散フーリエ変換

長さ N の複素信号 x(η)の離散フーリエ変換は以

下のように定義される.

N-l 

X(k) 方ζx(n)吋 仰

IX(k)lei9k

‘
k = 0，1，2，・・・N-1 (2) 

ここで

町 =一e低吋χ
は回転因子である.また，X(k)は周波数スベクト

ルとも呼ばれ，IX(k)1は振幅スベクトル，(Jkは位相

スベクトルと呼ばれる.ej9kは位相因子と呼ばれる.

X(k)の離散フーリエ逆変換は次式によって与えら

れる.

噌 N-l

x(n) 方EX(k町 (4) 

k = 0，1，2，...N -1 (5) 

同様に，長さ N の複素信号 y(n)に対しても，離

散フーリエ変換(周波数スベクトル)Y(k)，振幅スベ

クトル IY(k)l，位相スベクトル仇，位相因子♂φk

を求めることができる.
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クトルの差は αk = -2rrskjNであり，位相因子は

exp( -j2何 kjN)となり，位相限定相関関数 r(n)は

以下のように推移されたデルタ関数となる.

位相限定相関関数

長さ Nの複素信号♂刈(η吋)と y(:η吋n

数 Tベ(n吋)を以下のように定義する.

2.2 

(16) 

(1η 

噌 N-l

方Ze-jhsk/NWK

(♂ π=sのとき

01 n =/: 0のとき

J万d(n-s) 

r(n) 
(6) 

(7) 

IDFT r. ~(k)Y*(k~\ 
¥IX(k) IIY(k) 1) 

N-l 

方Zd(い k)wpk?

n = 0.1. 2 ・・・.N-l

、‘
.. ，， n
 

，，E

・、
T
 

(18) 

このとき，r(n)の離散フーリエ変換(周波数スベク

トノレ)は

(8) 

ただし.X(k)Y(k)ヂ0である.ここで，二つの信

号の位相スベクトルの差を ω=(}k一仇とおけば

(19) exp( -j21iSkjN) R(k) N-l 

U方誌E ♂戸仰州α叫川k川I町VJη:古γγzσ♂官n

n=O‘1. 2." .1'1{一1

J.~ = 0， 1，2" ， 'lV -1 

であり .IR(k)1 = 1である.

(14)および (18)式の性質により，x(n)を送信信

号(参照信号)， y(叫を受信信号(対象信号)とし

て，二つの信号のマッチングが可能となり，またマッ

チングした信号の時間差を求めることができる.

(9) 

すなわち，位相限定相関関数は二つの信号の位相ス

ベクトルの差の位相因子d向の離散フーリエ逆変換

である.明らかに r(吋
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離散フーリエ変換の不確定性原

理

3. 
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とくに IR(k)1= 1であることに注意する.

eJαk，k = 0， 1司2、...N-1R(k) 

であり，

フーリエ変換の不確定性原理について記述してし、

るほとんどの信号処理の教科書や論文では，連続時

間信号とそのフーリエ積分の立場から不確定性原理

を議論している.しかし本稿では，離散時間信号を

扱っているため，離散フーリエ変換に関する不確定

性原理を導入する.

いま，長さ Nの複素信号g(η)(n= 0， 1， 2， ' • • ， N -

1)のサポート supp9を以下のように定義する.

位相限定自己相関関数の重要な性質

位相スペクトルの差がαk= 0， k = 0，1，2，"'， lV-

1のとき，すなわち位相因子dαk = 1のとき，位相

限定相関関数 r(n)は以下のように振幅 JNのデル

タ関数 d(π)となる.

2.3 

(12) 

(13) 
n=Oのとき

η=/:0のとき

N一1

マ方誌 (E}♂d♂刈Orv町Jn 

(f 
ゾ万d(n)

、‘.，，n
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(20) 

Isupp glによって supp9の要素数を表すものとす

る.このとき， Isupp glは信号g(n)のある種の時間

幅とみなすことができる.

同様に，長さ Nの複素信号g(n)の離散フーリエ

変換G(k)(k= 0， 1，2，・・ '， N-1)に対してt supp G 

と IsuppGIを定義することができ t Isupp GIは周

波数スベクトル G(k)のある種の帯域幅とみなすこ

とができる.

長さ Nの複素信号g(n)とその離散フーリエ変換

G(k)に関して以下の不等式が成立する.

ハノ-

supp 9 = {ηIg(n) =/: O} 
(14) 

である.位相スペクトルの差が αk= 0， k = 0， 1，2， 

・'， N-1となるのは，たとえばx(吋と y(n)が等

しいときである.

またt y(n) = x(n -s)のように，y(n)が x(n)

をS時刻だけ推移させた信号であるとき，位相スベ

(15) 

このとき.'r(n)の離散フーリエ変換(周波数スベク

トノレ)は

1，k = 0，1，2，・ "lV-1 R(k) 



定理 16，ノ

18叩 pgllsupp GI孟N (21) 

この不等式は，信号の時間幅 Isuppglとその周波数

スベクトルの帯域幅 IsuppGIの積が一定値 (N)以

上であることを示しており，離散時間信号とその離

散フーリエ変換の不確定性原理である.

一方，離散フーリエ変換に関して以下の不等式が

成立する.

定理 26) Nが素数であり .g(n)が恒等的に 0でな

いならば

4. 位相限定相関関数の時間幅と周

波数帯域幅

いま，長さ Nの二つの複素信号x(n)とy(n)の位

相スベクトルが等しい場合を考える.このとき，前

述のように，二つの位相スベクトルの差は αk 0 

であり，位相限定相関関数r(n)とその周波数スベク

トル R(k)は以下のようになっている.

r(n) = [♂，0，0，'" ，0] 初)

R(k) [1，1: 1，'・.，1) (31) 

Isupp 91 + Isupp GI孟N+1

(30)式から，複素信号(位相限定相関関数)'r(η)の時

(22) 問幅は極めて狭く .R(k)の帯域幅は極めて広いとい

この不等式は，信号の時間幅 Isupp91とその周波数

スベクトルの帯域幅 IsuppGIの和が一定値 (N+ 1) 
以上であることを示しており，これもある種の不確

定性原理である.

さらに，以下のような量を定義する.

ι=乞Ig(η)12=乞IG(k)12 (23) 

n k 

sf= よ乞|仰向
n 

SS=L写剛何(~小)附
イ 1ーIS;12 (26) 

σるー IS~12 (27) 

ここで， σ;は，信号g(n)の時間幅， σちは周波数ス

ベクトル G(k)の帯域幅とみなすことができる.

長さ Nの複素信号g(n)とその離散フーリエ変換

G(k)に関して以下の不等式が成り立つ.

定理 37) 

(かぽか(σる+M3)
孟M3(1+W3)

(28) 

(29) 

この関係は，信号の時間幅とその周波数スベクトル

の帯域幅の積(すこし余分な項もあるが)が一定値

以上であることを示しており 離散時間信号とその

離散フーリエ変換の不確定性原理である.

う状態となっていることは明らかである.

これを不確定性原理の不等式を使って眺めてみる.

定理 1，2: 3の式を評価すると以下の値が得られる.

-定理 1において

Isupp rl 1 (32) 

(33) 

(34) 

Is¥明)RI 

Isupp rllsupp RI 

N 

N 

(21)式の下限)

.定理2において

Isupp rl 1 

Isupp RI N 

(35) 

(36) 

Isupp rl + Isupp RI N + 1 (37) 

((22)式の下限)

さらに，

E9=N  

sf =1  

S2=0 

σj=0 

σ主=

(38) 

(39) 

(40) 

(41) 

(42) 

となるので，

-定理3において

(σμω号)(l1h +ば号) (43) 

。。



= (0 +tan
2会)(1 + tan

2号)
= tan 

2 1~ (1 + tan
2会)

((29)式の下限)

(44) 

(45) 

以上の計算例から，位相スベクトルの差が Oの場

合，位相限定相関関数r(n)の時間幅と周波数スベク

トルの帯域幅に関して以下のことが分かる.

-位相限定相関関数r(n)の時間幅は最小である

(32)式. (35)式， (41)式が示している)• 

-位相限定相関関数の周波数スベクトルR(k)の

帯域幅は最大である (33)式， (36))式.(42)式

が示している).

-位相限定相関関数γ(n)の時間幅と周波数スベ

クトルR(k)の帯域幅の積(あるいは和)は下

限となっている.すなわち，不確定関係の不等

式において等号が成り立っている (34)式， (37) 

式. (45)式が示している).

5. おわりに

本稿では，位相限定相関関数の性質を離散フーリ

エ変換の不確定性原理から眺めた.位相限定相関関

数を用いて二つの信号が理想的にマッチングされる

状態である位相スベクトルの差が Oの場合，位相限

定相関関数の時間幅は最小であり，位相限定相関関

数の周波数スベクトルの帯域幅は最大となり，かっ

これらの時間幅と帯域幅の積(あるいは和)は下限

となり，不確定性の不等式の等号が成り立っている

いることを明らかとした.
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