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1. 諸言

リセットシステムは連続的なダイナミクスと，

離散的なダイナミクスとを併せ持つことから，

ハイブリッドシステムの一種に位置づけられる．

リセットシステムの振る舞いとしては，通常は

連続的な遷移 (フロー)しているが，状態量があ

る条件を満たすとき，リセットというイベント

に伴う状態の不連続な遷移 (ジャンプ)が発生す

る．実際の物理例としてはバウンドするボール

など，状態が瞬間的に変化するような物体の衝

突現象をリセットシステムとしてみなすことが

できる．

また，既存の研究として，Baker et al.1)によっ

てリセットシステムに関するリアプノフベース

での初めての安定解析が，Nesic et al.2)により

リセットシステムの L2 安定，および指数安定

性が示されている．また，Satoh.4)によって LMI

アプローチによる指数安定性の十分条件が示さ

れている．さらにリセットシステムはリセット

動作を含むオブザーバであるリセットオブザー

バ 5)6)などさらなる応用がみられる．

上で述べたような結果は全て状態空間内にお

いて，不連続な遷移が発生する集合であるジャ

ンプセットが1つであり，それを伴うリセット則

も 1つであるようなシステムが対象とされてい

た．しかしながら，リセット動作を伴う制御器

であるリセットコントローラを含むシステムに

対し，さらにリセットコントローラをフィード

バック結合していく場合や，リセットシステム

をリセットオブザーバによって状態を推定する

ような場合，それぞれのリセットシステムは同

期的にリセットが生じ，また同じようにジャン

プが発生するとは限らない．この場合，各リセッ

トシステムはそれぞれのリセット則に従ってお

り，システム全体としては複数のリセット則が

存在していると考えることができる．これらに

既存の結果を適応させるとき，プラントとオブ

ザーバやコントローラが常に同期的にリセット

する必要があり，この仮定は制約に厳しい．

そこで本論文では Nesic et al2)の結果に基づ
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き，その拡張として複数のリセット則を伴うリ

セットシステムの指数安定条件を示す．また，得

られた条件に基づき，LMI アプローチによる十

分条件を示す．

本論文中において，行列 A に対して行列の

補集合を Ā，行列の転置を AT，行列の全ての

固有値の集合を eig(A) と表記する．また行列

A(n×n)の要素を aijとした時，aij = 0(i ̸= j)

で aii が正方行列である正方のブロック行列を

diag[a11, a22, · · · , ann]と表記する．

2. 導入

2.1 線形リセットシステム

線形リセットシステムの状態方程式は次のよ

うである．

ẋ = Ax+Bd, if x ∈ F ,

x+ = Arx, if x ∈ J ,

y = Cx

(1)

x ∈ Rn であるものとする．ここで，Aはフ

ロー行列，Arはジャンプ行列と呼ぶ．

F ,J は適当な状態空間の部分集合で，Fをフ
ローセットと呼び，状態が連続的に遷移する集

合，一方J をジャンプセットと呼び，状態の不
連続な遷移が発生する集合である．その和集合

F ∪ J は状態空間のすべてを覆うものとする．
F ,J はそれぞれ閉集合で，フローセットとジャ
ンプセットは境界だけを共有しているものとす

る．また，x = 0はこのシステムの平衡点の一

つである．

2.2 時間正則化

リセットシステムには有限時間でリセット間

隔がゼロに収束し，リセット回数が発散してし

まうゼノ解や，ジャンプのみが連続的に発生す

る離散解が存在する．このような解を取り除く

手法の一つとして時間正則化がZaccarian et al.3)

によって示されている．

(1)式を時間正則化したシステムは次のように

表せる．ただし ρ > 0とする．

τ̇ = 1,

ẋ = Ax+Bd,
if x ∈ F or τ <= ρ,

τ+ = 0,

x+ = Arx,
if x ∈ J andτ >= ρ,

y = Cx

(2)

この操作により x ∈ J である場合でも，τ >= ρ

の関係を満たしていない限りジャンプは発生し

ないことに注意する．

3. 問題設定

(1)式のようなリセットシステムをサブシステ

ムとしてm個持つ次の (3)式の場合を考える．

ẋ1 = A1x1 +B1d1, if x1 ∈ F1,

x+1 = Ar1x, if x1 ∈ J1,
...

...

ẋm = Amxm +Bmdm, if xm ∈ Fm,

x+m = Armx, if xm ∈ Jm,

(3)

各サブシステムのフローセットはそのジャン

プセットの補集合 J̄iによってFi = cl(J̄i)と表

され，それぞれのジャンプセットJiは共通する

部分を持ち得るとする．

このようなシステムは個々のリセットシステ

ムの併合系として次のように表される．

ẋ = Ax+Bd, if x ∈ F̂ ,

x+ = AR1x, if x ∈ Ĵ1,

x+ = AR2x, if x ∈ Ĵ2,
...

...

(4)

この時 x = [x1, · · · , xm]T とし，F̂ , Ĵj は Ji

に依存して決まる．また，ARjもそれぞれのジャ

ンプ行列Ariに依存して決まる．Ĵjの個数はそ

の組み合わせの数 β =

m∑
i=1

m!

i!(m− i)!
となる ∗．

F̂ と Ĵj は次のように定義される．

F̂ := cl

(
n∩

i=1

J̄i

)
, Ĵj := cl

(∩
i∈Bj

Ji

∩
i∈B̄j

J̄i

)
(5)

ここで Bj は Ji の添え字集合で，Bj ⊆ A，
A := {1, · · · ,m}，∀j = 1, · · · , βである．また，
Bj の要素は次のように決定する．

∗Ĵj の中には空集合となるものが存在し得ることに注
意する
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1 <= j <= mの時，Aの要素から 1つ選択し，

これを要素とする集合を Bj とする．

m+ 1 <= j <= m+mC2の時，Aの要素から 2

つ選択し，これを要素とする集合を Bj とする．

　　　　　　　　
...∑m−1

r=1 mCr + 1 <= j <=
∑m

r=1 mCrの時，Aの
要素からm個選択し，これを要素とする集合を

Bj とする．

例としてm = 3の場合を考える．各サブシス

テムのジャンプセットはJ1,J2,J3であり，併合

系のジャンプセット Ĵjの数は β = 7だけ存在し

得る．またm = 3なので，A = {1, 2, 3}であり，
(5)式より併合系のフローセット F̂ = J̄1∩J̄2∩J̄3

を定義できる．添え字集合 Bj と Ĵj を以下の

Table .1に記す．

Table 1　添え字集合 (m = 3)

j Bj Ĵj 　 ARj

1 [1] cl
(
J1 ∩ J̄2 ∩ J̄3

)
diag[Ar1, I, I]

2 [2] cl
(
J2 ∩ J̄1 ∩ J̄3

)
diag[I,Ar2, I]

3 [3] cl
(
J3 ∩ J̄1 ∩ J̄2

)
diag[I, I, Ar3]

4 [1,2] cl
(
J1 ∩ J2 ∩ J̄3

)
diag[Ar1, Ar2, I]

5 [1,3] cl
(
J1 ∩ J3 ∩ J̄2

)
diag[Ar1, I, Ar3]

6 [2,3] cl
(
J2 ∩ J3 ∩ J̄1

)
diag[I,Ar2, Ar3]

7 [1,2,3] cl
(
J1 ∩ J2 ∩ J3

)
diag[Ar1, Ar2, Ar3]

(4)式で表されるシステムにおいて，リセット

発生タイミングが全てのリセットシステムにお

いて同期している場合は既存の結果 2)4)に対応

する．

以上から複数のリセット則を伴うリセットシ

ステムは次のように 1つのフロー方程式と β個

のジャンプ方程式より表される．

ẋ = Ax, if x ∈ F̂ ,

x+ = ARjx, if x ∈ Ĵj

(6)

A ∈ Rn×n, ARj ∈ Rn×nとし，Aはフロー行

列，ARj はジャンプ行列である．また，x = 0

はこのシステムの平衡点の一つである．

以後，(6)式の F̂ , Ĵjのことを単にフローセッ

ト，ジャンプセットと呼ぶことにする．

4. 指数安定条件

システム (6)式の x = 0 の指数安定性につ

いて考える．以下の仮定 1は Nesic et al.2) の

Assumption 1において内部安定性を議論する

ため y = d = 0とおき，複数のジャンプセット

の場合に拡張したものである．

仮定 1

システム (6)式が与えられ，ηj ∈ (0, 1)と正数

λk(k = 1, · · · , 4)が存在し正定関数V (·) : Rn →
R>=0は以下の (7)式を満たすものとする．

λ1|x|2 <= V (x) <= λ2|x|2, (7a)

⟨∇V (x), Ax⟩ <= λ3V (x), ∀x, (7b)

⟨∇V (x), Ax⟩ <= −λ4V (x), ∀x ∈ F , (7c)

V (ARjx) <= ηjV (x),

∀x ∈ Ĵj , (j = 1, · · · , β) (7d)

上記，仮定1の正定関数V (x)は (7c)式よりフ

ローセット内で状態軌道に沿った傾きは負であ

り，(7d)式より ηj ∈ (0, 1)であることからジャ

ンプによっても状態は減少する．このことから

正定関数 V (x)はシステム (6)式のリアプノフ関

数に相当するものである．

定理 1

仮定 1を満たすような V (·)が存在するならば，
時間正則化を伴うシステム (6)式の xダイナミ

クスの原点は大域的指数安定である．

すなわち，どのようなx(0)に対しても |x(t)| <=
c|x(0)| exp(−λt)，∀t >= 0が成り立つような正数

c, λが存在する．

証明

以下に続く証明は，Nesic et al.2)の Theorem 1

の証明を y = d = 0としたものにほぼ対応する

為，複数のジャンプセットに対応させた部分以

外に関しては省略する．

関数W (·, ·) : Rn ×R>=0 → R>=0を以下のよう

に定義する．ただし，L > 0である．

W (x, τ) := exp(−Lmin{τ, ρ})V (x) (8)
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t <= 0において，全ての xに対してW (x, τ)が

非増加であることを示す．x ∈ F または τ <= ρ

の時，(7b),(7c)式より，W (x, τ)は非増加であ

ることが示せる．

次にジャンプによるW の変化を考える．ま

ず，x ∈ Ĵ1 の時を考える．(7d)式を使う事で，

以下の関係が成り立つ．

W (AR1x, 0) <= η1 exp(Lρ)W (x, τ) (9)

ρを η1 exp(Lρ) <= 1となるよう選択し，以下の

ρ <= ρ∗1の関係を得る．

exp(Lρ) <=
1

η1

ρ <=

log
(

1
η1

)
L

= ρ∗1 (10)

同様にx ∈ Ĵj(j = 2, · · · , β)の場合でρ∗jを導き，

ρ∗min = min{ρ∗1, · · · , ρ∗β}とし，ρを ρ <= ρ∗minを

満たすように選択する．この時，以下の関係が

成り立つ．

W (AR1x, 0) <= W (x, τ),

∀x ∈ Ĵ1 andτ >= ρ (11)

状態が Ĵ1からジャンプするとき，W (x, τ)が非

増加であることが得られる．x ∈ Ĵj(j = 2, · · · , β)
の場合に関しても同様の関係が成り立ち，状態

が
n∪

i=1

Ji からジャンプするとき，W (x, τ)が非

増加であることが得られ，t <= 0において，全

ての xに対してW は非増加であるといえる．

この後，(7a),(7c),(8)式を用い |x|の指数上界
を導出する

5. LMI アプローチによる指数安定

性の十分条件

線形行列不等式 (LMI) を用いて，定義 1で示

したリアプノフ関数 V (x)が存在するための十

分条件を示す．

以下では，ジャンプセットJiが次のように定

義される場合について考える．

Ji = {x ∈ Rn|xTMix <= 0} (12)

ここでMiは，その固有値に正のものと負のも

のを持つnon-definiteな行列であるとする．ま

たこの時フローセット F と Ĵj は以下のように

定義できる．

F =

{
k

∣∣∣∣∣cl
(

n∩
k=1

J̄k

)}
, (13a)

Ĵi =

k

∣∣∣∣∣cl
( ∩

k∈Bj

Jk

∩
k∈B̄j

J̄k

) , (13b)

定理 2

システム (6)式,並びに (13)式を考える．ある

τFi ,τJji >= 0について以下の (14)式を満たすP =

P T > 0が存在するならば，仮定 1を満たすリ

アプノフ関数 V (x) := xTPxが存在する．

ATP + PA+

n∑
i=1

τFiMi < 0, (14a)

AT
RjPARj − P −

∑
i∈Bj

τJjiMi

+
∑
i∈B̄j

τJjiMi < 0 (14b)

証明

定理 2が仮定 1の各式を満たすことを示す．以

下の証明に関しては，Satoh.4)のLemma 1の同

様の流れで示せるため，概要のみを示す．

(7a)式について
P の正定性より，(7a)式が成立する．

(7b)式について
(14a)式に左右から xT , xをかける．

xT (ATP + PA)x = V̇ (x) <= −
n∑

i=1

τFix
TMix

(15)

x ∈ F，x ∈
n∪

i=1

Ji を満たす xについてそれぞ

れ考えることで (7b)式が成立する．

(7c)式について
x ∈ F を満たす xについて，(15)式が成り立

つとき，以下の (16)式を満たす ϵ > 0が存在

する．

xT (ATP + PA)x+

n∑
i=1

τFix
TMix <= −ϵ|x|2

(16)
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(7a),(16)式より以下を得る．

xT (ATP + PA)x+
ϵ

λ2
V (x) <= −

n∑
i=1

τFix
TMix

(17)

ここで λ4 := ϵ
λ2
とおくと，ϵ > 0, λ2 > 0よ

り λ4 > 0となる．x ∈ F を満たす全ての xに

ついて，(7c)式が成立する．

(7d)式について
x ∈ Ĵj を満たす xについて考える．(14b)式

の左右から xT , xをかけ，その時以下の (18)式

を満たす ϵ > 0が存在する．

xTAT
RjPARjx− xTPx−

∑
i∈Bj

τJjix
TMix

+
∑
i∈B̄j

τJjix
TMix <= −ϵ|x|2 (18)

(7a)式, (18)式より，

xTAT
RjPARjx−

(
1− ϵ

λ1

)
xTPx

<=
∑
i∈Bj

τJjix
TMix−

∑
i∈B̄j

τJjix
TMix (19)

ここで η := 1 − ϵ
λ1

< 1とおけば，(19)式の右

辺が負定であることから，(7d)式が成立する．

6. 数値例

定理 2に基づく安定解析の例を示す．以下の

Fig .1のブロック線図で表されるシステムを考

える．

Fig. 1　線形リセットシステムに対する　　　
　　　　　　リセットオブザーバ

プラントであるリセットシステムを以下のよ

うに与える．

ẋp = Apxp +Bpup, if xp ∈ Fp

x+p = Arxp +Brur, if xp ∈ Jp

yp = Cpxp,

Fp := {xp : xTp CT
p MpCpxp >= 0}

Jp := {xp : xTpCT
p MpCpxp <= 0}

(20)

リセットオブザーバは以下のように与える．
˙̂xp = (Ap +GpCp)x̂p +Bpup −Gpyp,

if (x̂p, yp) ∈ Fo

x̂+p = (Ar +GrCp)x̂p +Brur −Gryp,

if (x̂p, yp) ∈ Jo

ŷp = Cpx̂p,

e = xp − x̂p

(21)

(20)，(21)式の状態方程式の併合系は以下のよ

うである．ただし (6)式に合わせるためup, ur =

0とした．この時m = 2, β = 3である．

ẋ =

[
Ap ∅np

−GpCp Ap +GpCp

]
x = Ax

x+ =

[
Ar ∅
　∅ Inp

]
x = AR1x

x+ =

[
Inp ∅np

−GrCp Ar +GrCp

]
x = AR2x

x+ =

[
Ar ∅np

−GrCp Ar +GrCp

]
x = AR3x

y =

[
Cp ∅lp×np

∅lp×np Cp

]
x = Cx

(22)

ここで x = [xp xo]
T としFoとJoは以下の場合

を考える．

M =

[
Mp Mp2

MT
p2 Mp3

]
Fo := {x|xTCTMCx >= 0}
Jo := {x|xTCTMCx <= 0}

(23)

以上よりM1,M2,J1,J2次のようである．

M1 =

[
CT
p MpCp ∅

∅ ∅

]
,M2 = CTMC

J1 := {x|xTM1x <= 0}
J2 := {x|xTM2x <= 0}

(24)

定理 2より F̂ , Ĵj(j = {1, 2, 3})が求まる．
F̂ = cl(J̄1 ∩ J̄2), Ĵ1 = cl(J1 ∩ J̄2),

Ĵ2 = cl(J2 ∩ J̄1), Ĵ3 = cl(J1 ∩ J2)
(25)

(20),(21),(25)式の各行列を以下のように与え

る場合を考える．

Ap =

[
−7.9867 9.1867

−8.9867 7.1867

]
,

Cp =

[
1 0.2

1.4 1.1

]
, Ar =

[
1 0

0 0

]
,
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Mp =

[
0 1

1 0

]
,Mp2 =

[
0.6752 −0.4061

−0.4061 0.2669

]
,

Mp3 =

[
−0.1485 0.0707

0.0707 −0.1492

]
,

Gp =

[
0.2090 5.0297

5.1142 −7.7033

]
,

Gr =

[
−1.2552 0.1888

0.1688 −0.0862

]
このシステムに対してP ,τFi , τJjiについてのLMI

である (14)式を解くと以下のように求められた．

P =


2.5412 −1.9534 −0.2474 −0.0372

−1.9534 2.4812 0.0521 −0.1698

−0.2474 0.0521 0.2200 −0.0043

−0.0372 −0.1698 −0.0043 0.2100


τF1 = 0.0311, τF2 = 0.0330, τJ11 = 1.9450,

τJ12 = 1.3066, τJ21 = 0.4759, τJ22 = 0.2581,

τJ31 = 0.4977, τJ32 = 0.2790

また eig(P ) = {0.1175,0.2084,0.6490,4.4775}
であり，P > 0であることがわかる．システム
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Fig. 2　初期値応答

(22)式について xp(0) = [1.1 − 0.8]T , x̂p(0) =

[0 0]T , τ(0) = 0, ρ = 0.05[s]とした初期値応答

は Fig .2のようになり，状態が平衡点 xp = 0に

収束していることが確認できる．なお推定誤差

も Fig .3に示すのように収束している．
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Fig. 3　推定誤差
7. 結言

本研究では，複数のリセット則を伴うリセッ

トシステムに関するリアプノフベースでの指数

安定条件を導出した．また LMI アプローチによ

る指数安定性の十分条件を導出した．

今後は結果の L2 安定性への拡張，導出した

条件に基づく制御系の設計を考えていきたい．
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