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1. まえがき

位相限定相関 (POC:Phase-Only Correlation)

関数は２つの信号の類似度を評価する関数とし

て知られている．また，POC関数は２信号の

幾何学的な関係，例えば信号の位置ずれなど，

を求めることができる．そのため画像マッチン

グ [1]，生体認証アルゴリズム [2]，古いフィル

ムの位置ずれ補正 [3]，周期性を持つDNA配列

の探索 [4]などに応用されてきた．

２つの信号の位相スペクトルが等しい場合，

つまり位相スペクトル差が 0であるとき POC

関数はデルタ関数になる．また，２つの信号の

位相スペクトルが異なる場合，つまり位相スペ

クトル差が 0ではないときには POC関数はデ

ルタ関数とは異なる．２つの信号の位相スペク

トルが完全に一致するということはまれである

ため，２つの信号の位相スペクトル差が 0では

ない場合の POC関数の挙動について明らかに

する必要があった．文献 [5]では，信号の位相

スペクトル差が確率変数であると仮定し，POC

関数の期待値と分散を導出することで POC関

数の挙動を統計的に解析してきた．

信号は，連続な時間軸上で定義される連続時

間信号と離散的な時間軸上で定義される離散時

間信号の二つに分類される．連続時間信号は信

号処理を施す場合，任意の周期でサンプリング

することで離散時間信号に変換される．連続時

間信号を一定のサンプリング周期でサンプリン

グして離散時間信号を得るとき，連続時間信号

では (−∞,∞)で定義されていた位相が離散時

間信号においては (−π, π]に制限されてしまう．

離散時間信号における POC関数の性質につい

ては先行研究 [6]などによって解析がなされてい

るが，連続時間信号におけるPOC関数について
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は解析がなされていないため，これを考える必

要がある．また，サンプリングに伴う位相スペ

クトルの変化によって，位相スペクトルを確率

変数と仮定した場合に従う確率分布が，連続時

間信号においてはどういった分布であったのか

を離散時間信号の位相スペクトルの分布から復

元することができなくなる．連続時間における

位相スペクトルの情報を保存するためには，信

号のサンプリング時に起こる位相スペクトルの

変化を抑える必要がある．その方法として，本

稿では連続時間における投影法を用いた位相ス

ペクトルの非線形な変換を提案する．

2. 離散時間におけるPOC関数

まず，先行研究 [5]で明らかになっている事実

として，離散時間信号におけるPOC関数の定義

とその統計的性質を述べる．信号長がN である

２つの離散時間複素信号をそれぞれ x(n), y(n)

とする．これらの離散時間フーリエ変換（DFT）

X(k), Y (k)はそれぞれ以下の式で表される．

X(k) = DFT[x(n)]

=

N−1∑
n=0

x(n)W kn
N = |X(k)|ejθ(k) (1)

Y (k) = DFT[y(n)]

=
N−1∑
n=0

y(n)W kn
N = |Y (k)|ejϕ(k) (2)

ここで，WN = exp(−j2π/N)であり，DFTの

回転因子を表す．また，θ(k), ϕ(k)はそれぞれ

X(k), Y (k)の位相スペクトルである．離散時間

信号の POC関数は，正規化クロスパワースペ

クトル R(k)を離散フーリエ逆変換したものと

して定義される．よって，離散時間信号のPOC

関数は以下のようになる．

r(m) =
1

N

N−1∑
k=0

R(k)W−mk
N

=
1

N

N−1∑
k=0

ejα(k)W−mk
N (3)

ここで，α(k) = θ(k)−ϕ(k)であり信号の位相ス

ペクトル差を表す．つぎに，位相スペクトル差

α(k)を確率変数とすることで，POC関数の期

待値と分散を求める．位相スペクトル差α(k)が

確率分布に従う確率変数であるとすると，POC

関数の期待値と分散は位相因子の期待値Aを用

いて次のように表せる．

E[r(m)] = Aδ(m) (4)

Var[r(m)] =
1

N
(1− |A|2) (5)

よって，位相因子の期待値Aを求めることがで

きれば，POC関数の期待値と分散を計算するこ

とができる．

位相スペクトルが確率分布に従う場合，確率

密度関数の特性関数から位相因子の期待値を求

めることができる．位相スペクトルの従う確率

分布の確率密度関数を p(α(k))とすると，特性

関数Ψ(t)は次の式で表される．

Ψ(t) =

∫ ∞

−∞
ejα(k)tp(α(k))dα(k)

= E[ejα(k)t] (6)

よって，式 (6)において t = 1とすることで，位

相因子の期待値 A = E[ejα(k)]を計算すること

ができる．以上より，離散時間信号の POC関

数の期待値と分散は，位相スペクトル差が確率

分布に従う場合，その特性関数を計算すること

で求めることが可能である．

3. 連続時間におけるPOC関数

3.1 POC関数の定義

連続時間信号における POC関数の挙動を解

析するため，まず連続時間信号における POC

関数を定義する．信号長が T である２つの連続

時間複素信号を，f(t), g(t)とする．これらの信

号のフーリエ級数展開は以下の式で表される．
f(t) =

∑∞
k=−∞ F (k)ejω0kt (0 <= t <= T )

F (k) = 1
T

∫ T
0 f(t)ejω0ktdt

= |F (k)|ejθ(k) (−∞ <= k <= ∞)
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g(t) =

∑∞
k=−∞G(k)ejω0kt (0 <= t <= T )

G(k) = 1
T

∫ T
0 g(t)ejω0ktdt

= |G(k)|ejϕ(k) (−∞ <= k <= ∞)

ここで，ω0 = 2π/T であり，θ(k), ϕ(k)はそれ

ぞれF (k), G(k)の位相を表している．２つの信

号 f(t), g(t)の正規化クロスパワースペクトル

R(k)は次のように表される．

R(k) = F̂ (k)Ĝ∗(k)

=
F (k)G∗(k)

|F (k)||G∗(k)|
= ejα(k) (7)

ここで，α(k) = θ(k) − ϕ(k)であり，位相スペ

クトル差を表している．

連続時間信号の POC関数は正規化クロスパ

ワースペクトルをフーリエ係数とするフーリエ

級数展開の形で表される．また，正規化のため

以下の条件を付加する．∫ ∞

−∞
|r(t)|2dt = Const. (8)

この条件の下，連続時間信号における POC関

数 r(t)を定義すると，以下のようになる．

r(t) =
1

2N + 1

N∑
k=−N

R(k)ejω0kt

=
1

2N + 1

N∑
k=−N

ejα(k)ejω0kt (9)

3.2 期待値と分散

式 (9)で定義される連続時間信号の POC関

数の統計的性質を見ていく．位相スペクトル差

α(k)が確率分布に従うと仮定する．このとき，

POC関数の期待値は次の式で表される．

E[r(t)] = E

[
1

2N + 1

N∑
k=−N

ejα(k)ejω0kt

]

=
1

2N + 1

N∑
k=−N

E[ejα(k)]ejω0kt

=

A
1

2N + 1

sin
(
(2N+1)ω0t

2

)
sin
(
ω0t
2

) (t ̸= 0, T )

A (t = 0, T )

(10)

また，POC関数の分散は次の式で表される．

Var[r(t)] = E[r(t)r∗(t)]− E[r(t)]E[r∗(t)]

=
1

2N + 1
(1−AA∗) (11)

ここで，位相因子の期待値をAとしている．位

相スペクトル差 α(k)を確率密度関数 p(k)に従

う確率変数と仮定すると，特性関数 Ψ(s)は次

のように表せる．

Ψ(s) =

∫ ∞

−∞
ejα(k)tp(α(k))dα(k)

= E[ejα(k)t] (12)

これは，離散時間信号の場合で考えた特性関数

と一致するため，連続時間信号においても離散

時間信号の場合と同じように，特性関数を考える

ことで位相因子の期待値を求めることができる．

3.3 計算例：位相スペクトル差 α(k)が
一様分布に従う場合

位相スペクトル差 α(k)が平均 µの一様分布

U(−w+µ,w+µ)に従うものと仮定し，このと

きの POC関数の期待値と分散を求める．位相

因子の期待値は次のように計算される．

A =
sin(w)

w
e−jµ (13)

これを POC関数の期待値と分散の一般式に代

入することで，位相スペクトル差が平均 µの一

様分布U(−w+µ,w+µ)に従う場合のPOC関

– 3 –



(a) 実測値

(b) 理論式

Fig. 1: 連続時間信号の
POC関数の期待値

数の期待値と分散の理論式が以下のように求め

られる．

E[r(t)] =


1

2N + 1

sin(w)

w

sin
(
(2N+1)ω0t

2

)
sin
(
ω0t
2

)
(t ̸= 0, T )

sin(w)

w
(t = 0, T )

(14)

Var[r(t)] =
1

2N + 1

(
1−

(
sin(w)

w

))
(15)

シミュレーションによって得られた実測値と，連

続時間信号のPOC関数の期待値と分散の理論式

がそれぞれ次の図 1(a),図 1(b),図 2(a),図 2(b)

になる．図 1(a)と図 1(b)，図 2(a)と図 2(b)か

ら，連続時間信号における POC関数の期待値

と分散の理論式が実測値に合致しているといえ

る．また，期待値のピークが t = 0, T であるこ

と，wが大きくなった場合，期待値は減少する

傾向にあり，分散は増加する傾向にあることが

分かった．

(a) 実測値

(b) 理論式

Fig. 2: 連続時間信号の
POC関数の分散

4. 位相スペクトルの周波数変換

4.1 位相スペクトル

位相スペクトル差は，２つの信号の位相スペ

クトルがどれだけ異なっているのかというデー

タである．連続時間信号において位相スペクト

ルは (−∞,∞)の値をとりうる線形確率分布に

従うと考えられる．それに対して離散時間信号

の場合，位相スペクトルは (−π, π]の範囲に制

限されており，先行研究 [6]では離散時間信号

の位相スペクトルは巻き込み分布に従うもので

あると考えられている．連続時間信号はサンプ

リングすることで離散時間信号へと変換できる．

よって，この位相スペクトルの従う分布の変化

はサンプリングによって生じるものと考えられ

る．離散時間信号の位相スペクトル αd とした

とき，巻き込み法による位相スペクトルの変換
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は式 (16)によって与えられる．

αd = (α− π)(mod 2π)− π (16)

巻き込み法による位相スペクトルの変換の特

徴として，変換が不可逆であることが挙げられ

る．これは，位相スペクトルが従っていた確率

分布についても同様に言える. そのため，離散

時間信号の位相スペクトルの情報から連続時間

信号の位相スペクトルの情報を完全には復元で

きない．巻き込み分布に従う位相スペクトルの

取りうる値の範囲は (−π, π]であり，これはサ

ンプリング周波数 Fs で正規化されている．し

たがって，位相の変換によって位相スペクトル

の値の取りうる範囲を (−πFs, πFs)に変換でき

れば，位相スペクトルは連続時間信号の位相ス

ペクトル情報を保存したまま離散時間信号とし

て扱うことができると考えられる．位相スペク

トルの値の取りうる範囲を変換する方法として，

以下の式による周波数変換を提案する．

α̃(k) = 2 arctan(α(k)) (−π < α̃(k) < π) (17)

4.2 投影法を用いた変換

式 (17)で与えられる変換を行った場合のPOC

関数の挙動について見ていく．変換を行った後

の POC関数は以下の式になる．

r(t) =
1

2N + 1

N∑
k=−N

ejα̃(k)ejω0kt (18)

変換前後で POC関数の変化は位相スペクトル

差 α(k)が α̃(k)となったことのみであるため，

この周波数変換による変化を調べるためには位

相因子の期待値Aの変化を考えればよい．位相

因子の期待値を考えるために，位相スペクトル

の変化について考える．α̃(k)の確率密度関数を

p′(α̃)とするとこれは α, p(α)を用いて以下のよ

うに表される．

p′(α̃) = p(α)

∣∣∣∣1 + α2

2

∣∣∣∣ (19)

式 (17),(19)から，p′(α̃)の特性関数Ψ(s)は以下

の式で表される．

Ψ(s) =

∫ ∞

−∞
p′(α̃)ejα̃sdα̃

=

∫ ∞

−∞
p(α)ej2 arctan(α)sdα (20)

以上のことから，投影法を用いた変換を位相

スペクトル差に施した場合の位相因子の期待値

Aについても，確率密度関数の特性関数を考える

ことによって求めることができる．よって，POC

関数の期待値と分散の一般式にここで求めた位

相因子の期待値Aを代入することで，位相スペ

クトル差を変換した後の POC関数の期待値と

分散を求めることができる．

4.3 計算例：位相スペクトル差が
一様分布に従う場合

位相スペクトル差に周波数変換を施さない場

合と同様に，位相スペクトル差 α(k)が平均 µ

の一様分布 U(−w + µ,w + µ)に従うものと仮

定し，このときの POC関数の期待値と分散を

求める．位相因子の期待値は次のように計算さ

れる．

A =
arctan(µ+ w) + arctan(µ− w)

w
− 1

+j
1

2w
log

(
1 + (µ+ w)2

1 + (µ− w)2

)
(21)

このとき，µ = 0とすると，虚部が 0となるの

で，次のようになる．

A =
2arctan(w)

w
− 1 (22)

これを，POC関数の一般式に代入すると，期待

値と分散の理論式は以下のように求められる．

E[r(t)] =
1

2N + 1

(
2 arctan(w)

w
− 1

) sin
(
(2N+1)ω0t

2

)
sin
(
ω0t
2

)
(t ̸= 0, T )

2 arctan(w)

w
− 1 (t = 0, T )
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(a) 実測値

(b) 理論式

Fig. 3: 連続時間信号の
POC関数の期待値

Var[r(t)] =
1

2N + 1

(
1−

(
2 arctan(w)

w
− 1

)2
)

シミュレーションによって得られた実測値と，

連続時間信号の POC関数の期待値と分散の理

論式がそれぞれ次の図 3(a),図 3(b),図 4(a),図

4(b)になる．図3(a)と図3(b)，図4(a)と図4(b)

から，周波数変換後のPOC関数の期待値と分散

の理論式が実測値に合致しているといえる．ま

たこの図から，周波数変換を施した場合のPOC

関数の期待値と分散の挙動は周波数変換を施し

ていない場合と異なり，wの値の増加に伴って増

減しないことがわかる．図 3(b),4(b)の t = 0の

とき，POC関数がwの値に伴って変化する様子

を表した図が図 5(a),5(b)である．この図から，

POC関数の期待値の最小値を与える wの値と

分散の最大値を与えるwの値は等しいことがわ

かる．このwの値をw1とすると，w <= w1では

wの値の増加に伴い，期待値は単調減少し分散

(a) 実測値

(b) 理論式

Fig. 4: 周波数変換後の
POC関数の分散

はwの値の増加に伴い単調に増加する．w > w1

では，wの値の増加に伴い，期待値は単調減少

し分散は単調増加することがわかる．

5. おわりに

本研究では，連続時間信号をサンプリングし

て得られる離散時間信号の POC関数の挙動に

ついて調べる前段階として連続時間信号におけ

る POC関数の挙動の解析と，位相スペクトル

差の巻き込み変換による影響を回避する手段と

しての位相スペクトル差の非線形変換を考えた．

今後の研究として，位相スペクトルの周波数変

換を行った連続時間信号と周波数変換を行わな

い連続時間信号のそれぞれをサンプリングして

離散時間信号にした場合の POC関数の挙動に

ついて調べる必要がある．
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(a) 期待値 (t = 0)

(b) 分散 (t = 0)

Fig. 5: 周波数変換後の POC関数
の wに伴う変化
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