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1. 研究の背景と目的
非線形システムの状態推定法として拡張カル

マンフィルタが代表的な手法として知られてい
る．この方法は非線形システムを動作中の各状
態において線形近似し，近似されたシステムに
対して二乗誤差を最小にするという意味で最適
なゲインを用いて状態推定値を逐次更新するも
のである．非線形システムを線形で近似するた
め，それに伴う誤差が状態推定値に影響するも
のとなっている．
本研究では非線形性の線形近似に伴う推定誤

差を軽減することを目的とし，各動作点ごとの
非線形性の大きさを定量的に測り，その大きさ
を推定ゲインの調整に用る状態推定法を提案す
る．状態推定時にオンラインで非線形性の大き
さを測る方法として，非線形関数のテーラー展
開に着目し，非線形と線形近似の誤差として，
テーラー展開の 2次以上の項を評価する．また，
拡張カルマンフィルタにおけるカルマンゲイン

が線形近似したシステムに対して最適であるこ
とに着目し，非線形性が大きな動作状態におい
ては，非線形性の大きさをカルマンゲインに作
用させてゲインの調整を図る推定を試み，その
推定精度を評価する．

2. 移動ロボットのモデリング
本研究で扱う移動ロボットは対向 2輪型ロボッ

トである. xy 平面上を移動するロボットの位置
と姿勢を状態とし，(x, y, θ) と表す．その時間
微分 (ẋ, ẏ, θ̇)T は，前方方向の速度 ν と 角速度
ω を用いて  ẋ

ẏ

θ̇

 =

 ν cos θ

ν sin θ

ω

 (1)

で記述される．
ここで時刻ｔにおける θを θt−1を用いて表
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すと以下のように表すことができる.

θt = θt−1 +

∫ ∆t

0
ωtdt = θt−1 + ωt∆t (2)

これにより時刻 tにおける θを θt−1に用いて
表すと以下のように表すことができる.(

xt

yt

)
=

(
xt−1

yt−1

)

+

( ∫∆t
0 νt cos(θt−1 + ωt)dt∫∆t
0 νt sin(θt−1 + ωt)dt

)
(3)

これを刻み時間 ∆t で離散化した方程式は，
ω = 0 のとき， xt

yt

θt

 =

 xt−1

yt−1

θt−1

+

 νt cos θt−1

νt sin θt−1

ωt

∆t

(4)

ω ̸= 0 のとき， xt

yt

θt

 =

 xt−1

yt−1

θt−1



+

 νtω
−1
r {sin(θt−1 + ωt∆t)− sin θt−1}

νtω
−1
r {− cos(θt−1 + ωt∆t) + cos θt−1}

ωt∆t


(5)

と表される．
これらを状態方程式と呼び格式の右辺を f(x)

とする．

3. 移動ロボットとランドマークの
位置関係

Fig.1のような移動ロボットとランドマークの
位置関係とすると観測方程式h(x)は次のように
なる．

h(x) =

 √(mx − x)2 + (my − y)2

tan−1 my−y
mx−x − θ

 (6)

Fig. 1 　移動ロボットとランドマークの位置
関係

4. 拡張カルマンフィルタ
状態推定の方法の 1つにカルマンフィルタを

用いる方法がある．カルマンフィルタとは 1960

年にカルマン博士が提案したアルゴリズムであ
り,状態モデルの内部の直接見れない状態を推
定する方法である.制御工学,宇宙工学,通信工
学等広い分野でよく用いられNASAのアポロ計
画でも宇宙船の位置を推定し進行方向を決定す
る際に用いられた.カルマンフィルタにおいては
センサから取得できる測定値や制御指令値から
状態の推定を行う.

しかし状態推定にカルマンフィルタを用いる
場合は,計算が簡略される代わりに状態と観測
がガウス雑音を含む線形関数であることが前提
となり実際の環境で線形性が成り立つことはほ
とんどない.例えば，移動ロボットの場合は回転
運動の場合に式の記述に三角関数が含まれ状態
方程式,観測方程式が線形とならない.

従って移動ロボットの自己位置推定には非線
形システムに有効である拡張カルマンフィルタ
(Extended Kalman Filter) を用いる.自己位置
推定に関しては非線形である状態方程式と観測
方程式を線形化し,内部センサによって得られる
制御指令値,カメラセンサによって得られるセン
サ値が用いられ,制御指令値を用いる予測ステッ
プ,ランドマークを観測する観測ステップ,2 つ
のステップで得た情報が用いられる更新ステッ
プによって行われる.推定の分布に関しては更新
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ステップ,観測ステップによって更新される共分
散行列の値を楕円の式に代入し楕円として表現
される.(ロボットの推定値は分布の中心 (平均)

となる)．
また,移動ロボットの現在の状態 xtとセンサ

値 ztを以下のように非線形関数として表す．

xt = f(xt−1, ut) + ε (7)

zt = h(xt) + δt (8)

4.1 移動後の分布の更新

ロボットが移動した後の分布の更新はそれぞ
れ以下の式で行われる．

µ̂−
t = f(µt−1, ut) (9)

Σ̂t = FtΣt−1F
T
t +Rt (10)

At =
∂f

∂u
|x=xt−1,u=ut (11)

Ft =
∂f(xt−1,u)

∂xt−1
|xt−1=µt−1 (12)

各記号は以下の通りとする．
µ̂−
t : 時刻 tにおいてロボットが移動した後の

推定値
µ̂t−1 : 時刻 t-1においてロボットがランドマー

クを観測した後の推定値
Σ̂t : 時刻 tにおいてロボットが移動した後の

共分散行列
Ft : 状態方程式でのヤコビ行列
Σt−1 : 時刻 t-1においてロボットがランドマー

クを観測した後の共分散行列
Rt : ガウス雑音の分布
At : 遷移後の姿勢 xをどれだけずらすかを決

める行列
ut : 時刻 tにおける制御指令
xt−1 : 時刻 t-1においてのロボットの姿勢

4.2 観測後の分布の更新

ロボットがランドマークを観測した後の分布
の更新はそれぞれ以下の式で行われる．

H =
∂h

∂x
|x=µ̂−

t
(13)

K = Σ̂tH
T (Q+HΣ̂tH

T )−1 (14)

µ̂t = µ̂−
t +K(z − h(µ̂−

t )) (15)

Σt = (I −KH)Σ̂t (16)

各記号は以下の通りとする．
H :観測方程式でのヤコビ行列
K :カルマンゲイン
Q :雑音の共分散行列
µ̂t :時刻 tにおいてロボットがランドマーク

を観測した後の推定値
Σt :時刻 tにおいてロボットがランドマーク

を観測した後の共分散行列

5. 雑音の性質
本研究で考える雑音の要因は移動ロボットが

移動に対して発生する雑音とロボットを観測す
る際にセンサ値に対する雑音とする．
最初に移動に対して発生する雑音は道にラン

ダムに小石が落ちており,それを移動ロボットが
それを踏んだ時に向きが少しずれるという想定
で姿勢角 θに雑音を混ぜる．小石を踏むのはラ
ンダムなので,小石を踏むまでの道のりを指数
分布に従うと仮定し,その確率密度関数は

p(x|λ) = λe−λx(x >= 0) (17)

で表せる．
次にセンサ値に対する雑音は距離の計測に対

して比例する標準偏差,方角に対しては一定の
標準偏差でガウス分布に従う雑音を混ぜる．
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6. ゲインの改良
6.1 テイラー展開の 2 次以上の項の評価

拡張カルマンフィルタでは非線形状態である
状態方程式と観測方程式を線形化するため,移
動後の分布の更新や観測後の分布の更新で状態
方程式と観測方程式をテイラー展開し,線形近似
をして線形化している．しかしテイラー展開は
1次までで打ち切るので 2次以上の項は考慮せ
ずに考えている．ここで 2次以上の項を考慮す
ることで既存の拡張カルマンフィルタより精度
の高い拡張カルマンフィルタができると考えた．
初めにテイラー展開を使用した 2次以上の項

を求めるには Fig.2を参照すると

Fig. 2　 2次以上の項の考え方

Q = f(x̂k+∆x)− {f(x̂k) + J∆x} (18)

となる．Qは

Q =
1

2
∆xTH∆x · · · (19)

テイラー展開した2次以上の項を表す．このとき
J はヤコビ行列,H はヘッセ行列を表している．
この時の非線形モデルの形は状態方程式の中

の
x = xt−1 + f(x)∆t (20)

f(x)を使用する．
この時の f(x)は
ω = 0 のとき，

f(x) =

 xt

yt

θt

 =

 νt cos θt−1

νt sin θt−1

ωt

 (21)

ω ̸= 0 のとき，

f(x) =

 xt

yt

θt



=

 νtω
−1
r {sin(θt−1 + ωt)− sin θt−1}

νtω
−1
r {− cos(θt−1 + ωt) + cos θt−1}

ωt


(22)

となる．
次にヤコビ J を求める．ヤコビ行列なので

f(x)の一階微分より

J =

 1 0 νtω
−1
r {cos(θt + ωt)− cos θt}

0 1 νtω
−1
r {sin(θt + ωt)− sin θt}

0 0 1


(23)

となる．
この時の∆xは

∆x =

 0.1

0.1

0.1

 (24)

と仮定する．
状態xtに∆xを足した時の非線形モデルf(x̂k+∆x)

は次の通りになる．
ω = 0 のとき，

f(x) =

 xt +∆x

yt +∆x

θt +∆x

 =

 νt cos(θt +∆x)

νt(sin θt +∆x)

ωt


(25)

ω ̸= 0 のとき，

f(x) =

 xt +∆x

yt +∆x

θt +∆x



=

 νtω
−1
r {sin((θt +∆x) + ωt)− sin(θt +∆x)}

νtω
−1
r {− cos((θt +∆x) + ωt) + cos(θt +∆x)}

ωt


(26)

となる．
これらの式を使い 2次以上の項を求めると

Q = f(x̂k+∆x)− {f(x̂k) + J∆x} (27)
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となる．

Q =

 e1

e2

e3

 (28)

とすると

∥e∥ =
√
e21 + e22 + e23 (29)

となる．
この ∥e∥を非線形の大きさと仮定してゲイン

の調整に使用する．

6.2 ゲイン

拡張カルマンフィルタで使用するゲインはセ
ンサ値と予測値をどのくらいの割合かを決めて
推定値を求める役割がある．

µ̂t = µ̂−
t +K(z − h(µ̂−

t )) (30)

センサ値とはセンサから得られた値,予測値と
は観測方程式を使用した値である．
仮にゲインが大きいとセンサ値を重視した推

定値．逆に小さいと予測値を重視した推定値に
なる．
非線形の大きさを考慮してゲインの調節をす

るとき,先ほど求めた ∥e∥を使用する．ただその
まま使用するのではなく,ある関数の中に代入し
て出た値をゲインに使用する．使用する関数は
y = tanh(x)であり,Fig.3のような関数である．

Fig. 3　使用する関数のグラフ

この関数を利用してゲインを調節する．
従来のカルマンゲインと次の 3種類の調整方

法と比較する．

K1 = K tanh(e) (31)

K2 = K(1 + tanh(e)) (32)

K3 = K(1− tanh(e)) (33)

式 (30)は元のゲインから小さくする調整,式
(31)は元のゲインから大きくする調整,式 (32)

は元のゲインから式 (30)程ではないが小さくす
る調整を表す式になる．これらを使用して推定
を行う．

7. 推定結果
Fig.4～8の見方に付いてはFig.4～7の横軸は

時間軸であり,縦軸は x, y, θ それぞれの値であ
る．Fig.8は横軸 x縦軸 yを表しており,移動ロ
ボットの軌道を表している．
また Fig.4～7の線の色は
青: K = Σ̂tH

T (Q + HΣ̂tH
T )−1従来のカル

マンゲイン
オレンジ: K1 = K tanh(e) ゲイン減少
緑:K2 = K(1 + tanh(e)) ゲイン増加
赤:K3 = K(1− tanh(e)) ゲイン減少
紫:真値
である.

Fig. 4　推定対象の真値と推定値のX座標
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Fig. 5　推定対象の真値と推定値のX座標の拡
大図

Fig. 6　推定対象の真値と推定値のY座標

Fig. 7　推定対象の真値と推定値の姿勢角

Fig. 8　推定対象の真値と推定値のロボットの
軌道

8. まとめ
本研究は移動ロボットを制御する際に使用す

る非線形な状態方程式をテイラー展開して 2次
以降の項の数値をを利用し，ゲインに調節を加
えて推定精度を評価することを目的として研究
に取り組んだ．
前節の結果より元のゲインよりも小さく調整

したほうが推定精度が上がり,大きく調整したほ
うが推定精度が下がったことが確認できた．こ
のことより非線形性が大きい場合はセンサ値よ
り予測値を重視したほうが良いと考えられる．
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