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非線形制御理論は線形制御系での理論を非線
形空間に拡張することで発展してきた．線形ベ
クトル空間に基づく制御理論を非線形に拡張す
る際，状態が遷移する軌道は線形空間が張る平
面上ではなく，非線形な空間が張る曲面である
多様体上に移った．これにより多彩な表現が可
能になり，微分幾何学や力学系の理論を用いた
制御理論が提唱されてきた 1)．
しかし一方で，非線形制御理論においては線

形制御理論の場合と比較すると複雑化と細分化
が進み，それらの複雑さが実システムへの応用
を阻んでいる 2)．このため，非線形制御系を記
述する表現形式の簡潔化は今後の非線形制御理
論において解決が必須となる課題である．
本研究の目的は，このような課題に対して，制

御系におけるシステムに対する簡潔な表現形式
を提案することである．理論を統一的かつ簡潔
に表し，非線形制御系のもつ要素を端的に表現
することは，非線形制御理論の応用の可能性を

広げるとともに，システムの本質的かつ大域的
な性質を明らかにするという科学的意義がある
3)．
本研究では，解析力学における Hamiltonの

原理のアナロジーとして最適制御理論を捉える
ことで，微分幾何学の観点から最適制御系を簡
潔に記述する表現を提案する．特に非線形制御
理論の中でもプレハミルトニアンといわれる不
変量が存在する最適制御理論に焦点を当てる．
多様体上の微分幾何学からシステムの挙動を

考える視点はこれまでの非線形制御理論と同様
である．しかし本研究は幾何学的な解析力学で
用いられる微分形式を用いた正準方程式の表現
をひとつの指針として，最適制御系を再定式化
するところに特色がある．
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1 物理系における変分原理と微分
形式

本論文では，解析力学の変分原理のアナロジー
によってシステムの理論を考える．この章では
まず解析力学における変分原理とその微分形式
による表現 4)について確認する．

1.1 変分原理

解析力学では変分原理により運動方程式が導
出される．この節では変分原理の導入と Euler-

Lagrange方程式の導出について扱う．
まず，変分原理を扱う前に実現されうる運動

が時間の径数によってたどる曲線を表す作用を
考える．作用はつぎのように定義される．

定義 1.1 (作用 5)). 時刻 t において，系の状
態が座標 qにより q, q̇, tで与えられ，ある状態
(q0, q̇0, t0) から別のある状態 (q1, q̇1, t1) へと状
態が遷移するシステムがあるとする．このとき，
時刻 t0 から t1 への状態推移に対して作用 Sは
ラグランジアン Lを用いて，

S[q] =

∫ t1

t0

L(q, q̇, t)dt (1)

で与えられる．

力学の運動方程式は作用の停留条件，すなわ
ち作用の変分が 0となることから導出される．
これは変分原理としてつぎのように述べられて
いる．

定理 1.1 (Hamilton4)). 作用SについてSが停
留値をとる，すなわち，変分 δS[q]において，

δS[q] = 0 (2)

が成り立つとき，解となる運動曲線としてEuler-

Lagrange方程式が導出される．

ここで，δSは，停留値をとる作用Sと境界条
件が等しく S から少しずれた作用 S′ を考える
ことによって得られる変分である．S′が Sへ近

づくほど δS は小さくなり，変分が 0となると
き，S′ は S に一致する．実現される運動とな
る S に対応する運動曲線を C，S′ に対応する
運動曲線を C ′とする．
運動曲線Cに対応する状態量を q，C ′に対応

する状態量を q′とすると，q′は次のように表さ
れる．

q′(t) = q(t) + δq(t) (3)

ただし，

δq(t0) = 0, δq(t1) = 0, δq̇ =
d

dt
δq(t) (4)

このときの変分 δSは，

δS[q] =

∫ t1

t0

[
∂L

∂q
δq +

∂L

∂q̇
δq̇

]
dt

=

∫ t1

t0

[
∂L

∂q
δq − d

dt

(
∂L

∂q̇

)
δq

]
dt

+

[
∂L

∂q̇
δq

]t1
t0

=

∫ t1

t0

[
∂L

∂q
− d

dt

(
∂L

∂q̇

)]
δqdt (5)

と表される．Hamilton の原理は作用の停留条
件，すなわち変分 δS が 0 となるような運動が
実現されるとするものであり，実現される軌道
はつぎのようになる．

d

dt

(
∂L

∂q̇

)
− ∂L

∂q
= 0 (6)

これは Euler-Lagrange方程式と呼ばれる．
ここまで，境界条件が等しい条件について考

えた．本論文ではより一般化した変分原理を参
考にするため，Fig.のように時間による境界条
件を固定しない変分を考える 4)．このとき，変
分 δqは qの関数形自身の変分 δ∗qを用いて，つ
ぎのように表される．

δq(t) = δ∗q(t) + q̇(t)δt (7)

ただし，

δ∗q̇(t) =
d

dt
δ∗q(t) (8)
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とする．
このとき変分 δSは，つぎのようになる．

δS[q] =

∫ t1+δt1

t0+δt0

L(q + δq, q̇ + δq̇, t)dt

−
∫ t1

t0

L(q, q̇, t)dt

=

∫ t1

t0

[
∂L

∂q
− d

dt

(
∂L

∂q̇

)]
δ∗qdt

+

[
L(q, q̇, t)δt+

∂L

∂q̇
δ∗q

]t1
t0

(9)

ここで，(9)式の第 1項は (6)式より 0 となる．

δS[q] =

[
∂L

∂q̇
δq −

(
∂L

∂q̇
q̇ − L

)
δt

]t1
t0

(10)

が成り立つ．(10)式は経路上では経路 C の境
界値のみで決まり，δSが積分可能であることを
示している．したがって，変分が積分可能であ
るための必要十分条件は経路上で Lagrange方
程式が成り立つことである．(10)式の右辺に関
して，

Θ =
∂L

∂q̇
δq −

(
∂L

∂q̇
q̇ − L

)
δt (11)

とすると，(10)式はつぎのように書ける．

δS[q] = Θ(t1)−Θ(t0) (12)

(11)式は微小変位 δS[q]と微小時間 δq に関する
1 次形式であり，それを用いて変分を書き表わ
したものが (12)式である．この (11)式と (12)

式による変分の表現は次節での基本 1-形式と呼
ばれる微分形式の基礎となるものである．

1.2 基本 1-形式と微分形式による変分原
理

1.1節で述べた変分原理に対し，(12)式に基
づくより一般化した変分原理をこの節で述べる．
この中で基本 1-形式を導入する．
時刻 t ∈ [t0, t1] ∈ Rにおいて，多様体 N 上

の点 q ∈ N を考える．多様体 N を配位空間と
し，その接束TNを状態空間，余接束T ∗Nを相

空間として考える．(11)式の δq，δtに対応し，
微分形式 dq ∈ Γ(T ∗N)，dt ∈ Γ(T ∗R)を考え
る．ここで，Γ(T ∗N)は T ∗N の切断，Γ(T ∗R)
は T ∗Rの切断である．この余接束の切断は微分
形式全体の集合を表している．q ∈ N , t ∈ Rで
あることから，考えるべき空間はN×Rであり，
これを拡大配位空間という．ラグランジアン L

を L : TN → Rの関数とし，これと dq，dtに
よって基本 1-形式 Ωをつぎのように定義する．

定義 1.2 (基本 1-形式 6)4)).

Ω =
∂L

∂q̇
dq −

(
∂L

∂q̇
q̇ − L

)
dt (13)

を基本 1-形式という．

ϕ : TN → T ∗N をルジャンドル変換 7)とし
たとき，この基本 1-形式は後に述べる正準 1-形
式 ∗Ω ∈ Γ(T ∗N×R)をルジャンドル変換の引き
戻し ϕ∗を用いて引き戻した Γ(TN ×R)上の関
数である．TN ×Rを拡大状態空間，T ∗N ×R
を拡大相空間という．
ここで基本 1-形式Ωと作用Sとの関係を整理

しておく．(12)式に対応する変分 δSを (13)式
の Ωを用いて

dS = Ω(t1)− Ω(t0) (14)

と定義する．一方，(10)式の可積分性より，

Ω(t1)− Ω(t0) =

∫
C
dΩ (15)

となる．微分形式を用いたHamiltonの原理は，

dS = 0 (16)

と表されるため，(14)式と (15)式より，∫
C
dΩ = 0 (17)

すなわち，

dΩ = 0 (18)

となる．
以上をつぎの定理としてまとめる．
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定理 1.2. 4) 微分形式により，運動曲線C上で
の変分原理は

dS = 0 (19)

で表され，これを満たす基本 1-形式を用いた方
程式は

dΩ = 0 (20)

で与えられる．

一般によく知られている解析力学は，作用 S

を定義するラグランジアン Lを用いて (6)式を
導出するものである．これよりも抽象度を高く
した上記の定理では，作用 Sに対応する微分形
式 dSを考え，これを定義する基本 1-形式Ωが
運動方程式を決定するものとして存在している．
個々の系の運動方程式を具体的に求めるとき

には，(13)式のようにラグランジアンLを用い
て書き表されるが，運動を記述する基礎は (20)

式のように基本 1-形式と呼ばれる微分形式にあ
ると考える．本論文では制御系におけるシステ
ムの表現を (20)式と同様な微分形式の方程式と
して与えることを目的とする．

1.3 正準方程式

解析力学における運動方程式には 1.2節まで
のラグランジアンLを用いる形式とともに，ハ
ミルトニアン H を用いる形式もある．この形式
は系が持つ対称性が分かりやすく，シンプレク
ティック性などの代数的な利点が存在する．こ
の節では，ハミルトニアン形式に対応する基本
1-形式として正準 1-形式を導入する．
局所座標 qで表される配位空間N 上の運動が

ラグランジアン Lを用いて表されるのに対し，
ハミルトニアン形式においては，局所座標 qと
ともにその時間微分 q̇に共役な関数 pの連立 1

階微分方程式で表される．これは正準方程式と
呼ばれ，力学系の状態は qと p の相空間で表さ
れる．

配位空間N上の曲線Cが与えられたとき，余
接束 T ∗N 上の曲線 ∗C を

∗C : q = q(t), p =
∂L(q, q̇, t)

∂q̇
(21)

で定義したとき，この曲線 ∗Cを曲線 Cの持ち
上げ (lift)といい，∫

∗C
∗Ω −→

∫
C
Ω (22)

として表される．ここで (21)式の pを用いて，
ハミルトニアンH をつぎのように定義する．

H = pq − L (23)

このとき，ハミルトニアンH はH : T ∗N → R
の関数であり，(13)式で表されていた基本 1-形
式は，(23)式のハミルトニアンH を用いて，

∗Ω = pdq −Hdt (24)

と変換される．∗Ω ∈ Γ(T ∗N ×R)であり，変分
原理を満たす方程式は，

d∗Ω = 0 (25)

と正準 1-形式を用いて表される．このようにハ
ミルトニアンを用いる場合においても，(25)式
のようにある種の微分形式として正準 1-形式が
運動を記述する力学の基礎となる．制御理論に
おいては最適制御系がハミルトニアンを用いて
記述できることから本論文ではこの正準 1-形式
を最適制御系の記述に用いる．
なお，(24)式のような具体形を用いることに

より，よく知られたハミルトンの運動方程式が
つぎのように導出される．(24)式を (25)式に代
入すると，

d∗Ω = dp ∧ dq − dH ∧ dt

= dp ∧ dq − ∂H

∂q
dq ∧ dt

− ∂H

∂p
dp ∧ dt

=

(
dp+

∂H

∂q
dt

)
∧
(
dq − ∂H

∂ψ
dt

)
(26)
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であり，これと (25)式から正準方程式
dq

dt
=
∂H

∂p
,

dp

dt
= −∂H

∂q
(27)

を得ることができる．

2 制御系における変分原理と微分
形式

前節までの物理系における微分形式を利用し，
この節では最適制御系を基本 1-形式を用いて表
現する．

2.1 Pontryaginの原理と制御系への応用

前節までで述べた解析力学における知見から，
システムを記述するためにPontryaginの原理を
通して制御系へと適用していく．
制御系の状態は配位空間M において状態変

数 q ∈ M と表されるとする．M の次元を nと
する．時間 tとともに qの位置がM 上を動くこ
とから状態の推移を q(t)として表す．q(t)を制
御する制御入力 u(t)は区分的に連続であり，閉
集合U に含まれるとする．q(t) を表現する微分
方程式，すなわち状態方程式は，

dq

dt
= f(q(t), u(t)), x(t0) = x0 (28)

として表される．
ここでステージコスト L(q, u, t) ∈ TM × R

を導入し，この積分値を最小化する最適制御系
を考える．

定義 2.1 (評価汎関数 8)). 時刻 t ∈ [t0, t1] ⊂ R
のシステムの状態が状態変数を q ∈M，制御入
力を u ∈ U とし，ある状態 (q0, u0, t0)からある
状態 (q1, u1, t1)へと状態が遷移するシステムが
あるとする．このとき，評価汎関数 J はステー
ジコスト Lを用いて，

J =

∫ t1

t0

L(q(t), u(t), t)dt (29)

で与えられる 9)．

(29)式のような評価汎関数Jの形をLagrange

型という．

定義 2.2 (最適軌道 8)). 評価汎関数 J を最小に
するような制御入力 uが存在するとき，その制
御入力 uo(t)を最適制御入力といい，その軌道
qo(t)を最適軌道という．

この最適制御問題についてつぎが成立する．

定理 2.1 (Pontryagin8)10)). (28) 式における
f(q, u, t)，および (29)式における L(q, u, t)に
対してそれらと共役であり，任意の t ∈ [t0, t1]

においてψ0, ψi ̸= 0であるような関数ψ,ψi ∈ R
を用いてスカラ関数

H∗(q, u, ψ0, ψi, t) = ψifi(q, u, t)− ψ0L(q, u, t)

を定義する．
つぎの条件が成り立つとき，(29)式の評価汎関
数 J を最小とする最適制御となる．

1) 評価汎関数 J を最小にするような軌道 qo

と制御入力 uoが存在し，

H∗(qo, uo, ψi) = min
u∈U

H(qo, u(t), ψi)

(30)

2) Lagrange型の評価汎関数 J において，
t1 ∈ [t0, t1]のとき，

ψ = 0, H∗(qo(t1), uo(t1), ψi) = 0

(31)

3) 正準方程式
dqo
dt

=
∂H∗(qo, uo, ψi)

∂ψ
,

dψ

dt
= −∂H

∗(qo, uo, ψi)

∂q
(32)

が成立する．

これをPontryaginの原理といい，このH∗を
プレハミルトニアンと呼ぶ．
上記のように Pontryagin の原理を用いて記

述される最適制御系に対し，本論文では前節と
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同様に正準 1-形式を用いた表現を与える．その
考え方は第 1.3節に倣い，余接束上の ψ を用い
てプレハミルトニアン H∗(q, ψ, u, t) を定義し，
さらにそれを用いて基本 1-形式を与えるもので
ある．
ここで，(16)式より，評価汎関数 J に対して

も同様に変分 dJ を定義する．このとき，最適
制御とはつぎのように新たに定義される．

定義 2.3 (最適制御). システムの状態が遷移す
る軌道を Csysとして，軌道 Csysにおいて，

dJ = 0 (33)

とするような制御入力 uoが存在するとき，最適
軌道 qoをとる制御入力 uoを最適制御という．

これに対し，最適制御系を記述する基本 1-形
式を次のように定義する．

定理 2.2. プレハミルトニアンを

H∗(q, ψ, u, t) = ψf(q, u, t)− L(q, u, t)

(34)

とし，基本 1-形式

∗Ω = ψdq −Hdt (35)

を定義する．最適制御系は

d∗Ω = 0 (36)

で記述される．

これにより，最適制御系は基本 1-形式を用い
て表現された．

3 おわりに
本研究では多様体上の微分幾何学用いて，最

適制御系の状態方程式を記述するための方法を
提案した．これにより，微分形式を用いること
で，システムの状態方程式を簡潔に表現できる
ことを示した．

一方で，本研究では不変量のプレハミルトニ
アンHが存在するような系を扱ったが，一般の
非線形システムで微分幾何学を用いて表現しよ
うとすると難点となる部分が多く存在している．
例えば，制御系においてはシステムの可制御性
を仮定することが多いが，この仮定は強いもの
であり，実システムに対して成り立たない場合
が多い．また，最適制御系においてはプレハミ
ルトニアンHが不変量として存在することを仮
定したが，実システムにおいてはこのような不
変量が存在しない場合も多い．さらに，現実の
システムでは外乱やノイズが存在し，これらを
考慮した制御系の表現方法も必要となる．
今後はこのような強い仮定に対して細かく問

題を切り分け，弱い定義や仮定から積み上げて汎
用性が高い制御則や表現方法を考えていきたい．
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