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1. 研究の背景と目的
多足歩行における各脚の協調動作に対してさ

まざまな研究が進んでいる 1), 2)．歩行のリズ
ム生成の数理モデルとしてリミットサイクルを
もつ結合振動子がある．各振動子の周期軌道を
脚のリズムに結び付けて歩容のモデルとすると
き，それらの間に存在する位相差が重要となる．
文献 3)∼5)では，振動子を結合した微分方程式
系に対して数理的な解析と設計によって歩容生
成のモデルを提案している．文献 6)では四足歩
行のモデリングのため，スチュアート・ランダ
ウ方程式を結合し，歩容生成に必要とされる位
相差が生成されるように，各振動子の固有各振
動数および振動子間の結合係数を設定する方法
が提案されている．
本研究では文献 6)で示されている四足に対す

る方法を n 足に拡張する．ただし n は 4 以上
の偶数である．脚の本数が n 本となるような場

合の歩容生成を考え，歩行に適した位相差が与
えられるとする．任意の初期値から与えられた
位相差が生成されるような結合振動子における
パラメータの設定方法を提案する．

2. 振動子の微分方程式と位相縮約
本研究では複数の振動子を結合した微分方程

式系を用いる．ここでは結合する前の単体の振
動子の微分方程式と位相縮約，および，縮約に
よって得られる位相の微分方程式について説明
する 7)．

2.1 スチュアート・ランダウ方程式

時間とともに変化する複素数 z(t)に関する微
分方程式

ż(t) = (µ+ ωi)z(t)− (1 + bi)|z(t)|2z(t) (1)
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はスチュアート・ランダウ方程式と呼ばれる．こ
こで µ > 0, ω，bは実数の定数，iは虚数単位で
ある．複素平面上の任意の点を初期値 z(0) と
したとき，解 z(t) の軌道は半径 √

µ，角速度
ω− bµ の円軌道にリミットサイクルとして収束
する．例えば µ = 4, ω = 2, b = 1 のとき，複
素平面上の速度ベクトル ż(t) は図 1のようなベ
クトル場を形成し，図中の円がリミットサイク
ルとなる．

Fig. 1　複素平面上のベクトル場とリミットサ
イクル

2.2 位相の定義

本研究では振動子の周期軌道上の位相が重要
となる．ここで同期現象の解析 7) ∼ 9)で用い
られる位相縮約を適用する．
まず，リミットサイクル上の軌道を p(t)とす

る．リミットサイクルの周期（時間）T に対し
て ω = 2π/T によって定まる角速度を ω とす
る．軌道上の位相はある初期時刻から経過時間
t を用いて

ϕ(t) = ωt (2)

を軌道を各点に割り当てたものである．
リミットサイクルに収束する前の解軌道 z(t)

にはつぎのように位相を定める．リミットサイ
クルから離れたある点 z0 を初期状態とする解
軌道 z(t) がリミットサイクルに収束するとす
る．このとき初期状態 z0 に対応する位相は

lim
t→∞

∥z(t; z0)− p(ϕ0/ω + t)∥ = 0 (3)

となるような ϕ0 として定義される．このような
対応をさまざまな解軌道の初期状態に適用する
ことにより状態空間の各点に位相の値が定まる．
状態空間で解軌道 z(t)が時間とともに空間内

を動くことにより，空間内の各点に定まってい
る位相の値が変化する．この位相の時間変化を
ϕ(t) で表す．

2.3 位相の微分方程式

位相 ϕ(t) が満たす微分方程式は (2)式から得
られる

ϕ̇(t) = ω (4)

である．ただし，後に述べる結合振動子系におい
ては，他の振動子との結合が摂動項を生みだし，

ϕ̇(t) = ω +Z(ϕ) ·G(ϕ, ϕ′; k) (5)

という形式になる．ここで Z(ϕ) は位相感受関
数であり，

Z(ϕ) =
∂ϕ

∂x

∣∣∣∣
x=p(ϕ/ω)

(6)

と定義されるものである．また，G(ϕ, ϕ′; k) は
摂動を表し，他の振動子との相互作用で決まる
ベクトル値関数である．ここで ϕ′ は他の振動
子の位相，k は他の振動子との結合係数である．
(5)式は，他の振動子からの作用によって軌道の
摂動 G が生じたとき，それが位相へどの程度
影響するかを表す位相感受関数 Z(ϕ) を用いて
位相の時間変化を記述するものである．(4)式
は無摂動系の位相方程式，(5)式は摂動系の位
相方程式である．

3. 結合振動子と問題設定
この節では本研究で提案する歩容生成モデル

としての結合振動子を説明する．また，各脚間の
位相差を定義し，問題設定を明らかにしておく．
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3.1 スチュアート・ランダウ方程式の結合

先頭左脚，先頭右脚，次列左脚，次列右脚の
順で各脚の往復運動のリズムをそれぞれ，複素
数 z1(t), z2(t), z3(t), · · ·, zn−1(t)，zn(t) となる
ような変数とするスチュアート・ランダウ方程
式の周期解の位相に対応づける．脚の 1 往復が
位相の 0 から 2π の変化に対応する．脚間には
相互作用が存在するとし，それらを結合項とし
て加えたつぎの方程式を本研究で提案する結合
振動子とする．

ż1(t) = (µ1 + ω1i)z1(t)− (1 + b1i)|z1(t)|2z1(t)

+k12(z2(t)− z1(t)) (7)

ż2(t) = (µ2 + ω2i)z2(t)− (1 + b2i)|z2(t)|2z2(t)

+k12(z1(t)− z2(t)) + k23(z3(t)− z2(t)) (8)

ż3(t) = (µ3 + ω3i)z3(t)− (1 + b3i)|z3(t)|2z3(t)

+k23(z2(t)− z3(t)) + k34(z4(t)− z3(t)) (9)
...

żn−1(t) = (µn−1 + ωn−1i)zn−1(t)

−(1 + bn−1i)|zn−1(t)|2zn−1(t)

+kn−2n−1(zn−2(t)− zn−1(t))

+kn−1n(zn(t)− zn−1(t)) (10)

żn(t) = (µn + ωni)zn(t)− (1 + bni)|zn(t)|2zn(t)

+kn−1n(zn−1(t)− zn(t)) (11)

ここで，µi > 0, ωi, bi (i = 1, · · · , n) は実数の
定数である．また，kii+1 (i = 1, · · · , n − 1) は
実数の定数であり，

kii+1 ̸= 0 , i = 1, · · · , n− 1 (12)

とする．(7)式 ∼ (11)式における結合と各脚と
の対応は図 2で表される．

Fig. 2　各脚の結合

この図では先頭左脚，先頭右脚，次列左脚，次
列右脚の順に 1, 2, 3, 4, · · ·, n の番号に対応づ
けている．また，各脚間の相互作用の係数は，1

と 2 の間の相互作用の係数が k12，2 と 3 の間
の相互作用の係数が k23， n− 1 と n の間の係
数が kn−1n となるようにそれぞれ設定する．

3.2 位相差の定義

各振動子の変数 zi(t) (i = 1, · · · , n) に対し
て第 2.2節で述べた意味での位相を ϕi(t) (i =

1, · · · , n) とする．振動子間の位相差を

δϕ12(t) = ϕ1(t)− ϕ2(t) (13)

δϕ23(t) = ϕ2(t)− ϕ3(t) (14)

δϕ34(t) = ϕ3(t)− ϕ4(t) (15)
...　

δϕn−1n(t) = ϕn−1(t)− ϕn(t) (16)

と定義する．例えば δϕ12(t) は 1 と 2 の間の位
相差，すなわち，先頭左脚と先頭右脚の位相差
を表す．
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以下，ij (ij = 12, 23, 34 · · · , n − 1n)の位相
差 δϕij の値を考えるときには，δϕij(t) + 2nπ

（n は整数）と δϕij(t) と同一視し，δϕij(t) が
とる値の範囲を

−π < δϕij(t) <= π (17)

とする．

3.3 問題設定

本研究では歩行に適した位相差が δϕii+1 (i =

1, · · · , n− 1) と与えられているとする．ただし，
それらは±π

2 を除く任意の値とする．例えば，

δϕ∗
ij = π , (ij = 12, 34, 56, · · · , n− 1n)

δϕ∗
ij =

π

12
, (ij = 23, 46, 78, · · · , n− 2n− 1)

がある．
各振動子単体のリミットサイクルの半径は位

相よりも重要ではないため，それを表すパラメー
タ µi は

µi = 1 , (i = 1, · · · , n) (18)

としておく．リミットサイクル単体での固有角
振動数は ωi− biµi (i = 1, · · · , n) と表されるが，
これを簡潔に ωi とするため

bi = 0 , (i = 1, · · · , n) (19)

とする．各脚固有の角速度 ωi をすべて前進方
向に対応させるため

ωi > 0 , (i = 1, · · · , n) (20)

であることを歩容生成モデルとしての要請とす
る．
本稿では (12)式と (20)式の要請のもと，(7)

式 ∼ (11)式の結合振動子の解軌道に存在する
(13)式 ∼ (16)式の位相差を時間の経過ととも
に δϕ∗

ij に収束させることを考える．(18)式と

(19)式より，(7)式 ∼ (11)式の結合振動子の挙
動は，

ωi , (i = 1, · · · , n),

kij , (ij = 12, 23, 34 · · · , n− 1n)

のパラメータによって決まる．本研究ではこれ
らのパラメータの設定法を提案する．

4. 結合振動子の位相縮約
第 2.2節および第 2.3節で述べた位相縮約を

(7)式 ∼ (11)式に対して適用する．すなわち，
(7)式 ∼ (11)式を，(5)式に対応する

ϕ̇i(t) = ωi+εZi(ϕi)·Gi(ϕ, ϕ
′; k) , (i = 1, · · · , n)

(21)

という形式に縮約する．
一般的な振動子に対して (6)式の位相感受関

数 Z(ϕ)を解析的に求めることは困難であるが，
(1)式のスチュアート・ランダウ方程式で表され
る振動子に対しては位相および位相感受関数を
解析的に求めることができる．まず，(7)式 ∼
(11)式に存在する摂動を表す項を取り除いたス
チュアート・ランダウ方程式に対して，µ = 1,

b = 0 のもと位相縮約を適用すると，各振動子
の位相と位相感受関数はそれぞれ

ϕi(t) = ̸ zi(t) (22)

Z(ϕi) =

(
− sinϕi

cosϕi

)
, (i = 1, · · · , n)

(23)

と求められる 7)．ただし，̸ zi(t) は複素数 zi(t)

を
zi(t) = |zi(t)|ei

̸ zi(t) (24)

と表すときの偏角である．
つぎに，(7) 式 ∼ (11) 式における摂動を表

す項

kji(zj(t)− zi(t)) , (i, j = 1, · · · , n) (25)
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に対して (5)式におけるベクトル値関数G(ϕ, ϕ′, k)

に相当する表現を求める．(18)式より無摂動系の
リミットサイクルの半径が 1であることと，位相
ϕi(t) が (22)式のように偏角 ̸ zi(t) で表される
ことから，k12(zj(t)−zi(t))における zi(t)，zj(t)
をそれぞれ (cosϕi, sinϕi)

T , (cosϕj , sinϕj)
T

に置き換えると，摂動を表す項は

G1(ϕ1, ϕ2; k12) = k12

(
cosϕ2 − cosϕ1

sinϕ2 − sinϕ1

)
G2(ϕ2, ϕ1, ϕ3; k12, k23)

= k12

(
cosϕ1 − cosϕ2

sinϕ1 − sinϕ2

)

+k23

(
cosϕ3 − cosϕ2

sinϕ3 − sinϕ2

)
...

Gn−1(ϕn−1, ϕn−2, ϕn; kn−2n−1, kn−1n)

= kn−2n−1

(
cosϕn−2 − cosϕn−1

sinϕn−2 − sinϕn−1

)

+kn−1n

(
cosϕn − cosϕn−1

sinϕn − sinϕn−1

)
Gn(ϕn, ϕn−1; kn−1n)

= kn−1n

(
cosϕn−1 − cosϕn

sinϕn−1 − sinϕn

)
(26)

と表される．
これら Gi とZ(ϕi) (i = 1, · · · , n) を (21)式

に代入し，三角関数の加法定理を用いて計算す
ると，各振動子の位相の微分方程式が

ϕ̇1(t) = ω1 + k12 sin(ϕ2(t)− ϕ1(t)) (27)

ϕ̇2(t) = ω2 + k12 sin(ϕ1(t)− ϕ2(t))

+k23 sin(ϕ3(t)− ϕ2(t)) (28)
...

ϕ̇n−1(t) = ωn−1

+kn−2n−1 sin(ϕn−2(t)− ϕn−1(t))

+kn−1n sin(ϕn(t)− ϕn−1(t)) (29)

ϕ̇n(t) = ωn + kn−1n sin(ϕn−1(t)− ϕn(t))(30)

として得られる．

5. 位相差の方程式
(13)式 ∼ (16)式を時間 t で微分し，得られ

た右辺に (27)式 ∼ (30)式を代入すると，

˙δϕ12(t) = δω12 − 2k12 sin δϕ12(t)

+k23 sin δϕ23(t) (31)

˙δϕ23(t) = δω23 − 2k23 sin δϕ23(t)

+k12 sin δϕ12(t)

+k34 sin δϕ34(t) (32)
...

˙δϕn−2n−1(t) = δωn−2n−1

−2kn−2n−1 sin δϕn−2n−1(t)

+kn−3n−2 sin δϕn−3n−2(t)

+kn−1n sin δϕn−1n(t) (33)

˙δϕn−1n(t) = δωn−1n − 2kn−1n sin δϕn−1n(t)

+kn−2n−1 sin δϕn−2n−1(t) (34)

が得られる．ただし，

δωn−1n = ωn−1 − ωn (35)

と定義した．(31)式 ∼ (34)式を位相差の微分
方程式と呼ぶ．(13)式 ∼ (16)式と (22)式より，
δϕn−1n(t) はそれぞれ ̸ zn−1(t)− ̸ zn(t) を意味
する．

6. パラメータの設定方法
以上の準備のもと，本研究では n 足歩行に適

した位相差 δϕ∗
ij が与えられたときのパラメー

タ ωij , kij の設定法を提案する．この方法は文
献 6)の 4足に対する方法を n 足に拡張したも
のである．
歩行に適した位相差を δϕ∗

ij とする．(7)式 ∼
(11)式において µi = 1, bi = 0 (i = 1, · · ·n) と
し，kij を

kij cos δϕ
∗
ij > 0 (36)
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を満たすものとして定める．それら kij と δϕ∗
ij

を用いて，

δω12 = 2k12 sin δϕ
∗
12 − k23 sin δϕ

∗
23 (37)

δω23 = 2k23 sin δϕ
∗
23

−k12 sin δϕ
∗
12 − k34 sin δϕ

∗
34 (38)

...

δωn−2n−1 = 2kn−2n−1 sin δϕ
∗
n−2n−1

−kn−3n−2 sin δϕ
∗
n−3n−2

−kn−1n sin δϕ
∗
n−1n (39)

δωn−1n = 2kn−1n sin δϕ
∗
n−1n

−kn−2n−1 sin δϕ
∗
n−2n−1 (40)

を求める．これらとある ω1 を用いて

ω2 = ω1 − δω12

ω3 = ω2 − δω23

...

ωn = ωn−1 − δωn−1n (41)

を定める．ただし，ω1 の値は (20)式を満たす
よう大きさを調整して決める．
このように定めたパラメータに対し，(31)式

∼ (34)式の位相差 δϕn−1n(t) が δϕ∗
n−1n に収束

するかをつぎの節のシミュレーションによって
検証する．

7. シミュレーションによる検証
例として，ムカデを想定し各脚の位相差が

δϕ∗
ij = π , (ij = 12, 34, 56, · · · , 99 100) (42)

δϕ∗
ij =

π

12
, (ij = 23, 45, 67, · · · , 98 99)(43)

となる 100足の歩行の生成を考える．

Fig. 3　 100足歩行

cos δϕ∗
12 = cosπ = −1 < 0

cos δϕ∗
23 = cos

π

12
=

√
4 +

√
6

4
> 0

cos δϕ∗
34 = cosπ = −1 < 0
...

cos δϕ∗
n−1n = cos

π

12
=

√
4 +

√
6

4
> 0

であることから，(36)式を満たすには

kij < 0 , (ij = 12, 34, 56, · · · , 99 100)(44)

kij > 0 , (ij = 23, 45, 67, · · · , 98 99) (45)

であればよく，ここでは

kij = −0.5 , (ij = 12, 34, 56, · · · , 99 100)(46)

kij = 0.5 , (ij = 23, 45, 67, · · · , 98 99) (47)

とする．
これら kij と (42)式 (43)式の δϕ∗

ij の値を
(37)式 ∼ (40)式に代入して

δωij = −
√
6−

√
2

8
,

ij = 12, 34, 56, · · · , 99 100 (48)

δωij =

√
6−

√
2

4
,

ij = 23, 45, 67, · · · , 98 99 (49)

を得る．
ここで例えば

ω1 = 3π (50)

とすると，(41)式より

ω2 = 3π +

√
6−

√
2

8

ω3 = 3π −
√
6−

√
2

8

ω4 = 3π +

√
6−

√
2

8

ω5 = 3π −
√
6−

√
2

8
...

ω100 = 3π (51)
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と定まり，(20)式は満たされている．
こうして得られた kij (ij = 12, · · · , n − 1n)

と ωi (i = 1, · · · , n) と µi = 1, bi = 0 を (7)式
∼ (11)式に設定して zi(t) (i = 1, · · · , n) の数値
解を求めた（図 4）．̸ zn−1(t)− ̸ zn(t) が (42)

式 (43)式の位相差に収束していることを確認で
きる（Fig.4）．

Fig. 4　位相差制御のシミュレーション

8. まとめ
多数の脚による歩容生成を考え，文献 6)の 4

脚の方法を n（4 以上の偶数）本の脚に拡張す
る方法を提案した．数値シミュレーションにお
いてはムカデを想定し，n = 100として (42)式，
(43)式の位相差で有効性を示した．これとは異
なる n，および他の位相差でのシミュレーショ
ンでも有効性を確認できる．
本稿で提案した方法の理論的な安定性解析に

よる妥当性の証明は今後の課題である．また，実
際の空間で正しく歩行することができるのかの
確認も今後の課題となる．
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