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1. 緒言
非線形制御は今後の制御工学の発展に対し

て必要不可欠な問題である．一方で，その状態

変数はすべてが観測できるとは限らない．その

中で様々な手法でオブザーバの研究が行われ

ている．

現在「非線形オブザーバ」と呼ばれるものの

大半は局所的にシステムを線形化するか出力

方程式(観測方程式)が線形であると仮定するも
のが多い．

しかし，大域的な変化に対して局所線形化し

たオブザーバでは全制御領域の観測を行う際

に性能の劣化が生じる．

今回の研究では，ハミルトン入出力系と呼ば

れるエネルギーが保存されるような非線形

システムに対して，線形化を必要としないオブ

ザーバの設計を目指す．

2. ハミルトン入出力システム

2.1. シンプレクティック多様体

ハミルトン系の状態空間はシンプレク

ティック多様体となる．シンプレクティック多

様体の定義は以下のようになる1)，

𝑀  を 𝐶∞ 級多様体，𝑀  上の 𝐶∞ 級 𝑘 次微分
形式全体の集合を𝐷𝑘(𝑀) とする．𝑀  上の非退
化で閉じた2次微分形式を 𝜔 ∈ 𝐷2(𝑀) とする．
𝜔が閉形式で，さらに，𝑀  上で非退化，すなわ
ち，任意の 𝑝 ∈ 𝑀  に対して，𝜔𝑝 が非退化なと
き，𝜔 を 𝑀  上のシンプレクティック形式，組
(𝑀, 𝜔) をシンプレクティック多様体という．
ここで、具体的な局所座標系 (𝑝, 𝑞) を導入す
る．このとき，微分形式 𝜔 は以下のようになる．

𝜔 = 𝑑𝑝 ∧ 𝑑𝑞 (1)
ハミルトン系であるとき，すなわち保存量 𝐻
が存在するとき，ハミルトンの運動方程式が成

り立ち，

̇𝑞 = 𝜕𝐻
𝜕𝑝

̇𝑝 = −𝜕𝐻
𝜕𝑞

(2)

となる．また，𝑀  上で運動方程式の解となるよ
うな曲線が存在し，対応する接ベクトルは以下

のように表される．

𝑋 = 𝑑
𝑑𝑡

= ̇𝑞 𝜕
𝜕𝑞

+ ̇𝑝 𝜕
𝜕𝑝

(3)

式 3 は 式 2 により，以下のように書き直せる．

𝑋 = 𝜕𝐻
𝜕𝑝

𝜕
𝜕𝑞

− 𝜕𝐻
𝜕𝑞

𝜕
𝜕𝑝

(4)
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式 4 のようなベクトル場をなすとき，𝑋 をハミ
ルトンベクトル場という．

つまり，シンプレクティック多様体 (𝑀, 𝜔)
上の滑らかな関数 𝐻  に対して, 𝑀  上のベクト
ル場 𝑋 は,

−𝑑𝐻 = 𝜔𝑋 (5)
によって一意に定まる.

2.2. ハミルトン入出力システム

幾何学的な構造をもつ制御系としてハミ

ルトン入出力システム (Hamilton input-output
System)と呼ばれるシステムが存在する．
ハミルトン入出力システムとは解析力学の

ハミルトン系に入力が加わったシステムとし

て表される．このシステムは入力が時間依存し

ないという条件を満たすとき保存系となるこ

とが知られている．

今回，以下のようなℝ2𝑘上の𝑚入力𝑟出力のア
フィン非線形制御系を考える．

̇𝑥 = 𝑓(𝑥) + ∑
𝑚

𝑖=1
𝑔𝑖(𝑥)𝑢𝑖

𝑦𝑘 = ℎ𝑘(𝑥) (𝑘 = 1, …, 𝑟)
(6)

このシステムがハミルトン入出力系であると

いうのは以下の 式 7, 式 8 をみたすときである
2)．

𝑚 入力 𝑚 出力のシステムが存在して，
𝑑𝐻0 = 𝜔(𝑓), 𝑑𝐻𝑖 = 𝜔(𝑔𝑖) (i = 1, 2, … , m) (7)

ℎ𝑘 = 𝐻𝑘(𝑥) (k = 1, 2, … , m) (8)
このとき，式 7 を用いて，関数 𝐻(𝑥, 𝑢) を以下
のように定義する．

𝐻(𝑥, 𝑢) = 𝐻0 + ∑
𝑚

𝑖=1
𝐻𝑖𝑢𝑖 (9)

この関数を制御ハミルトン関数という．

3. オブザーバの設計

3.1. 力学系とハミルトン系

力学系とは以下のように表されるシステム

である．

̇𝑥(𝑡) = 𝑓(𝑥, 𝑡) (10)
力学系はベクトル場が時間に依存するため，シ

ステムの挙動が一様ではなくオブザーバの設

計が難しい．

一方，制御ハミルトン関数をもつハミルトン

入出力システムはベクトル場が時間に依存し

ないため，システムが多様体の構造を持つ場合

を仮定することができる．

これにより，多様体の諸性質を応用したオブ

ザーバの設計を考えることが出来る．

3.2.オブザーバの多様体

ここで，微分形式 𝜔 とベクトル場 𝑋 が未知，
制御ハミルトン関数が既知であると仮定する．

組 (𝐻, 𝜔, 𝑋) は 2つが決まれば，残り一つが決
まる．

このとき，オブザーバの多様体を𝑁，𝑁上の 2
次微分形式を�̂�，システムの制御ハミルトン関
数 𝐻  の総量を複製したものを観測ハミルトン
関数と定義する．また，それに対応するベクト

ル場を�̂�とする．
制御ハミルトン関数は入力が一定であるか

ら総量の時間変化はない．それとは対照的にオ

ブザーバは任意の状態からシステムの状態を

推定しなければならないため，オブザーバの状

態変数は時間に依存してしまい，観測ハミルト

ン関数の総量は時間とともに変動してしまう

ことになる．

これを解決するため，観測ハミルトン関数が

張るシンプレクティック多様体に依存しない

多様体を考える． この多様体を 𝐿 とし，この多
様体に時間変化に関する特性を与えたい． これ
により，オブザーバの多様体は結局 𝑃 = 𝑁 × 𝐿
と表される．

また，𝑃  から 𝑁  への射影を開被覆 𝑈 ∈ 𝑁  を
用いて，

𝜋 : 𝑈 × 𝐿 → 𝑈 (11)
とする．

𝑁  の開被覆として互いに交わった 2つの開
弧𝑈1, 𝑈2を取ったとき，局所座標系 (𝜑1, 𝑈1) か
ら (𝜑2, 𝑈2) への座標変換を考える．このとき，
合成写像 𝜑2 ∘ 𝜑−1

1  は連続で可逆な写像である．
𝜑2 ∘ 𝜑−1

1 : (𝑈1 ∩ 𝑈2) × 𝐿 → (𝑈1 ∩ 𝑈2) × 𝐿 (12)
ここで，𝑝 ∈ 𝑈1 ∩ 𝑈2 および 𝑙 ∈ 𝐿 として，𝑝 を
固定して 𝑙 だけ変化させると固定された 𝑝 に対
し，𝜑2 ∘ 𝜑1 は単に 𝑙 から 𝑙 への写像と見なすこ
とが出来る． この写像を 𝑔12(𝑥) とする．この写
像 𝑔12 は 𝐿 の同相写像となっている．この写像
𝑔 について以下が成り立つ．

• 𝑔 ∘ 𝑔 ∈ 𝐿
• (𝑔 ∘ 𝑔) ∘ 𝑔 = 𝑔 ∘ (𝑔 ∘ 𝑔)
• 𝑔21 = 𝑔−1

12

• 𝑔11 = 𝑔22 = 𝑒
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以上より，座標筋傍系に対するこの同相写像全

体は群をなす．

3.3. 誤差とオブザーバへのフィードバック

𝑥 ∈ 𝑀，𝑥 ∈ 𝑃とすると，誤差は出力の差
𝑒(𝑥, 𝑥) = 𝑥 − 𝑥 (13)

によって決まる関数 となる．
また，オブザーバの出力関数は 式 6 より，

𝑦𝑘 = ℎ𝑘(𝑥) となる． 実際の出力とオブザーバの
出力の差をとった関数を 𝐾 とすると，フィー
ドバックされる関数は

𝐾(𝑥, 𝑥) = ℎ𝑘(𝑥) − ℎ𝑘(𝑥) (14)
と表される．

3.4. オブザーバの設計

節 3.2 より，𝑁  は多様体，𝐿 は多様体かつ群
であることが分かった．これにより，𝑃  でも接
ベクトルを考えることができる.
このとき，𝑢 ∈ 𝑃  における接空間 𝑇𝑢(𝑃 ) は
以下の条件 1-2を満たすことで水平部分空間
𝐻𝑢(𝑃 ) と垂直部分空間 𝑉𝑢(𝑃 ) に分離できる3)．

𝑉𝑢(𝑃 ) は多様体 𝑁  の構造だけで決まるが，
𝐻𝑢(𝑃 ) には条件をみたす限り任意性がある．
(条件 1)

𝑇𝑢(𝑃 ) = 𝑉𝑢(𝑃 ) ⨁ 𝐻𝑢(𝑃 ) (15)
(条件 2)

𝑃 ∋ 𝑢 ↦ 𝑢′ = 𝑢𝑔 (𝑔 ∈ 𝐿) のとき，
𝐻𝑢′ = 𝐻𝑢𝑔 = 𝑅𝑔𝐻𝑢 (16)

多様体 𝑁  の次元を 𝑛，群 𝐿 の次元を 𝑑 とする
と，接空間𝑇𝑢(𝑃 )の次元は条件 1より𝑛 + 𝑑とな
る．条件 1より，𝑉𝑢(𝑝) は 𝑑 次元， 𝑉𝑢(𝑝) は 𝑛
次元となる．

𝐻𝑢(𝑃 ) の基底を，
𝜕

𝜕𝑥𝜇 + 𝐶𝜇𝑖𝑗
𝜕

𝜕𝑔𝑖𝑗
(17)

とすると，𝐶𝜇𝑖𝑗 が決まれば 𝐻𝑢(𝑃 ) が決まる．
ここで 𝑃  上の 1次微分形式 𝜔 は，垂直部分空
間 𝑉𝑢 への射影を与えることから，以下の条件
を得る．

(条件 3)
任意の 𝑋 ∈ 𝑇𝑢(𝑃 ) に対して．𝑋 ∈ 𝐻𝑢(𝑃 ) と
いう条件は

𝜔𝑋 = 0 (18)
となる．

したがって，条件 1-3をみたすならば，𝐶𝜇𝑖𝑗

を自由に決めることができる． この 𝐶𝜇𝑖𝑗 に対
して時間依存の関数やフィードバック関数

𝐾(𝑥, 𝑥) を適応することで，オブザーバのシン
プレクティック構造を保ち，線形化を行わずに

大域的なオブザーバを構成できると予想する．

4.結言
本文ではハミルトン入出力系について，多様

体を用いた非線形オブザーバの構成の可能性

を提示した．

今後はオブザーバの多様体の接ベクトルへ

時間依存の関数やフィードバック関数を適応

し，具体的なオブザーバの構成と挙動について

議論していく．
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